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Uma equação polinomial do quinto grau:  𝑥ହ + 10𝑥ଷ + 20𝑥 − 4 = 0 

Vi uma postagem na internet, onde WEI SHEN resolvia este polinômio de seguinte maneira: 

Com a mudança de variável: x = u - ଶ

௨
 , ficou 𝑢ହ −

ଷଶ

௨ఱ
− 4 = 0 

Com uma nova mudança: t = u5, fica t² - 4t - 32 = 0, cuja solução é {-4, 8}. 

Uso r cis  para resumir r (cos +i sen). 

t1 = - 4  u5 = - 4  u1 = √−4
ఱ  = √4𝑐𝑖𝑠 ఱ  = √4

ఱ  cis (
(ଶ௡ାଵ)గ

ହ
), n{0, 1, 2, 3, 4} 

u1 = √4
ఱ  cis {

గ

ହ
 , 

ଷగ

ହ
 , 𝜋 , 

଻గ

ହ
 , 

ଽగ

ହ
 } 

t2 = 8  u5 = 8  u2 = √8
ఱ  = √8𝑐𝑖𝑠 0

ఱ  =√8
ఱ  cis (

ଶ௡

ହ
), n{0, 1, 2, 3, 4} 

u2 =  √8
ఱ  cis {0 , 

ଶగ

ହ
, 

ସగ

ହ
 , 

଺గ

ହ
, 

଼గ

ହ
 } 

WEI SHEN parou por aí, lembrando que bastaria substituir para achar os valores de x. 

Vou tentar (outra hora) descobrir por que esta mudança x = u - 
ଶ

௨
 e sua abrangência em outros polinômios. 

Eu fiz as subsƟtuições. Se u = r cis , teremos que x = u - ଶ

௨
 = r cis  - ଶ

௥ ௖௜௦ 
 , ou seja 

x = r cos +i r sen - ଶ

௥ ௖௢௦  ା௜ ௥ ௦௘௡
 = r cos +i rsen - ଶ(𝒓 𝒄𝒐𝒔 ି𝒊 𝒓 𝒔𝒆𝒏 )

(௥ ௖௢௦  ା௜ ௥ ௦௘௡)(𝒓 𝒄𝒐𝒔 ି𝒊 𝒓 𝒔𝒆𝒏 )
 

x = r cos +i r sen - ଶ௥ ௖௢௦ ିଶ௜ ௥ ௦௘௡ 

௥²(௖௢௦మ ି௜మ௦௘௡²) 
  = r cos +i rsen - ଶ௥ ௖௢௦ ିଶ௜ ௥ ௦௘௡ 

௥²(௖௢௦మ ା௦ ² )
 

Então, x = r cos +i r sen  - ଶ௥ ௖௢௦ ିଶ௜ ௥ ௦௘௡ 

௥²
 = r cos +i r sen  - (2/r) cos + (2/r)i sen   

Ou seja, x = (r - 2/r) cos + (r + 2/r)i sen   

Agora, então, podemos calcular os valores de x 

x1 = ቀ√4
ఱ

−  
ଶ

√ସ
ఱ ቁ cos (

(ଶ௡ାଵ)గ

ହ
) + ቀ√4

ఱ
+  

ଶ

√ସ
ఱ ቁ 𝑖 sen (

(ଶ௡ାଵ)గ

ହ
), com n{0, 1, 2, 3, 4} 

Com n = 2, teremos ቀ
ଶ

√ସ
ఱ − √4

ఱ
ቁ ~ 0,1962086557 

 

x2 = ቀ√8
ఱ

−  
ଶ

√଼
ఱ ቁ cos (

ଶ௡గ

ହ
) + ቀ√8

ఱ
+  

ଶ

√଼
ఱ ቁ 𝑖 sen (

ଶ௡

ହ
), com n{0, 1, 2, 3, 4} 

Com n = 0, teremos ቀ√8
ఱ

−  
ଶ

√଼
ఱ ቁ = ቀ

ଶ

√ସ
ఱ − √4

ఱ
ቁ(Com n = 2, em x1) ~ 0,1962086557 

Na verdade, as cinco raízes em x1 são as mesmas raízes em x2 (não na mesma ordem). 

Em números decimais (Excel), fica:  

 

 

 



Eu não conhecia (e não sei como WEI SHEN chegou n)a mudança x = u - ଶ

௨
 . Vou ver depois (pg. 5). 

Eu fiz a resolução numérica usando Newton-Raphson com Briot-Ruffini (ver pg. 4) 

Certamente, há uma raiz real (polinômio de grau ímpar).  

ParƟndo de um “chute” inicial x0 = 1 (poderia ser outro) no Excel, temos: 

 

Achamos uma raiz real (claro, a mesma que WEI SHEN) e parece não haver outra (tabela à direita) 

 

ParƟremos, para as raízes complexas, também com Newton-Raphson com Briot-Ruffini. 

ParƟndo de um “chute” inicial z0 = 1 - 2i, no Excel, conseguimos:  

(cálculos na próxima página) 

Seu conjugado, também é raiz:  

 

As outras duas raízes, conseguimos por Bhaskara em: 

(próxima página) 

 

 = -29,0835584  z = 
଴,ଵଶଵଶ଺ଷ଺ଶ

ଶ
  √

ଶଽ,଴଼ଷହହ଼ସ

ଶ
 i = 0,060631809  2,696458714 i 

 

 

1 0 10 0 20 -4 1 0,196209 10,0385 1,96964 20,38646
x0 = 1 1 1 11 11 31 27  = P x0 = 1 1 1,196209 11,23471 13,20435 33,59081

1 1 2 13 24 55  = P´ 1 1 2,196209 13,43092 26,63526

x1 = x0 - P/P´ 1 0 10 0 20 -4 1 0,196209 10,0385 1,96964 20,38646

x1 = 0,509090909 1 0,509091 10,25917 5,222852 22,65891 7,535443  = P x1 = -0,26114049 1 -0,06493 10,05545 -0,65625 20,55783
0,509090909 1 1,018182 10,77752 10,70959 28,11106  = P´ -0,26114049 1 -0,32607 10,1406 -3,30437

x2 = x1 - P/P´ 1 0 10 0 20 -4 1 0,196209 10,0385 1,96964 20,38646

x2 = 0,241031186 1 0,241031 10,0581 2,424315 20,58434 0,961467 x2 = 5,960269876 1 6,156479 46,73277 280,5096 1692,299
0,241031186 1 0,482062 10,17429 4,876636 21,75976 5,960269876 1 12,11675 118,9519 989,4948

1 0 10 0 20 -4 1 0,196209 10,0385 1,96964 20,38646
x3 = 0,196845637 1 0,196846 10,03875 1,976084 20,38898 0,013482 x3 = 4,250003939 1 4,446213 28,93492 124,9432 551,3954

0,196845637 1 0,393691 10,11624 3,967422 21,16995 4,250003939 1 8,696217 65,89387 404,9924

1 0 10 0 20 -4 1 0,196209 10,0385 1,96964 20,38646
x4 = 0,19620877 1 0,196209 10,0385 1,969641 20,38646 2,42E-06 x4 = 2,888508252 1 3,084717 18,94873 56,7032 184,1741

0,19620877 1 0,392418 10,11549 3,95439 21,16235 2,888508252 1 5,973225 36,20244 161,2742

1 0 10 0 20 -4 1 0,196209 10,0385 1,96964 20,38646
x5 = 0,196208656 1 0,196209 10,0385 1,96964 20,38646 7,9E-14 x5 = 1,746514865 1 1,942724 13,43149 25,42794 64,79674

0,196208656 1 0,392417 10,11549 3,954388 21,16235 1,746514865 1 3,689238 19,8748 60,13958

1 0 10 0 20 -4 1 0,196209 10,0385 1,96964 20,38646
x6 = 0,196208656 1 0,196209 10,0385 1,96964 20,38646 0 x6 = 0,669075701 1 0,865284 10,61744 9,07351 26,45733

0,196208656 1 0,392417 10,11549 3,954388 21,16235 0,669075701 1 1,53436 11,64404 16,86426

-0,15873614 - 1,666503135 i

-0,15873614 + 1,666503135 i

1 -0,12126362 7,274565814



 

z0 = a + b i
1 + 2 i 1 0,196208656 10,03849784 1,969640166 20,38646045

r = 2a  = 2 2 4,392417311 18,8618303 19,70085437 b bk = r. Tk-1

s =  -a²-b²  = -5 -5 -10,9810433 -47,1545757 c ck = s. Tk-2

1 2,196208656 9,430915148 9,850427184 -7,06726092 T Tk = ak+ bk+ ck

P(z) = (R-Sa) + (Sb) i 2 2 8,392417311 S R S = Tn-1

-16,91768811 + 19,70085437 i -5 -5 R =Tn

1 4,196208656 12,82333246
P´(z) = S-2b²p + 2bq-2abp i p q z = z-P/P´= 1 2

-23,71924206 + 34,50849522 i 0,616572 0,066449216
i

z1= 0,383427783 + 1,933550784 i 1 0,196208656 10,03849784 1,969640166 20,38646045
r = 2a  = 0,76686 0,766855566 0,738531159 5,284703459 2,693370898
s =  -a²-b²  = -3,8856 -3,8856355 -3,74211653 -26,7774432

1 0,963064222 6,891393495 3,512227097 -3,69761186
P(z) = (R-Sa) + (Sb) i 0,76686 0,766855566 1,326598618 S R

-5,044297312 + 6,791069457 i -3,8856 -3,8856355
1 1,729919788 4,332356613

P´(z) = S-2b²p + 2bq-2abp i p q z = z-P/P´= 0,383428 1,933550784
-9,422793615 + 14,18861726 i 0,495982 0,026131002

i
z2= -0,112554057 + 1,907419782 i 1 0,196208656 10,03849784 1,969640166 20,38646045

r = 2a  = -0,2251 -0,22510811 0,006505503 -1,43936035 -0,14312135
s =  -a²-b²  = -3,6509 -3,65091864 0,105509574 -23,344283

1 -0,02889946 6,3940847 0,635789387 -3,10094392
P(z) = (R-Sa) + (Sb) i -0,2251 -0,22510811 0,057179166 S R

-3,02938324 + 1,212717254 i -3,6509 -3,65091864
1 -0,25400757 2,800345226

P´(z) = S-2b²p + 2bq-2abp i p q z = z-P/P´= -0,11255 1,907419782
2,484075614 + 10,57380309 i 0,044906 0,297048553

i
z3= -0,157459962 + 1,610371229 i 1 0,196208656 10,03849784 1,969640166 20,38646045

r = 2a  = -0,3149 -0,31491992 0,037384543 -2,34860768 0,021468353
s =  -a²-b²  = -2,6181 -2,61808914 0,31079668 -19,5251675

1 -0,11871127 7,457793244 -0,06817083 0,882761334
P(z) = (R-Sa) + (Sb) i -0,3149 -0,31491992 0,136559101 S R

0,872027157 + -0,109780344 i -2,6181 -2,61808914
1 -0,43363119 4,97626321

P´(z) = S-2b²p + 2bq-2abp i p q z = z-P/P´= -0,15746 1,610371229
2,180896798 + 15,80735136 i 0,000654 -0,055075728

i
z4= -0,158113717 + 1,665446957 i 1 0,196208656 10,03849784 1,969640166 20,38646045

r = 2a  = -0,3162 -0,31622743 0,03795323 -2,30142027 -0,00130225
s =  -a²-b²  = -2,7987 -2,79871352 0,335898175 -20,3683024

1 -0,12001878 7,277737551 0,004118075 0,016855756
P(z) = (R-Sa) + (Sb) i -0,3162 -0,31622743 0,13795302 S R

0,01750688 + 0,006858435 i -2,7987 -2,79871352
1 -0,43624621 4,616977056

P´(z) = S-2b²p + 2bq-2abp i p q z = z-P/P´= -0,15811 1,665446957
2,424162143 + 15,14890734 i 0,000622 -0,00105616

i
z5= -0,15873546 + 1,666503118 i 1 0,196208656 10,03849784 1,969640166 20,38646045

r = 2a  = -0,3175 -0,31747092 0,038497243 -2,30946301 -1,9429E-06
s =  -a²-b²  = -2,8024 -2,80242959 0,33982896 -20,3864576

1 -0,12126227 7,274565492 6,12007E-06 9,3691E-07
P(z) = (R-Sa) + (Sb) i -0,3175 -0,31747092 0,139285029 S R

1,90838E-06 + 1,01991E-05 i -2,8024 -2,80242959
1 -0,43873319 4,611420934

P´(z) = S-2b²p + 2bq-2abp i p q z = z-P/P´= -0,15874 1,666503118
2,436934369 + 15,13777579 i 6,77E-07 -1,71597E-08

i
z6= -0,158736137 + 1,666503135 i 1 0,196208656 10,03849784 1,969640166 20,38646045

r = 2a  = -0,3175 -0,31747227 0,038497837 -2,30947295 1,62169E-13
s =  -a²-b²  = -2,8024 -2,80242986 0,339832784 -20,3864604

1 -0,12126362 7,274565814 -5,1081E-13 -2,9736E-12
P(z) = (R-Sa) + (Sb) i -0,3175 -0,31747227 0,139286481 S R

-3,05471E-12 + -8,51272E-13 i -2,8024 -2,80242986
1 -0,43873589 4,611422436

P´(z) = S-2b²p + 2bq-2abp i p q z = z-P/P´= -0,15874 1,666503135
2,43694333 + 15,13777853 i -8,6E-14 1,87872E-13

  = -29,0835584 i
z7= -0,15873614 + 1,666503135 i 0,060631809  2,696458714 i



Para quem não conhece o método de Brio- Ruffini para subsƟtuir x = X em Pn(x): 

Pn(x) = a0xn + a1xn-1 + a2xn-2 + ... + an-2x² + an-1x + an  = (a0xn-1 + a1xn-2 + a2xn-3 + ... + an-2x + an-1)x + an   

Pn(x) = (a0xn-2 + a1xn-3 + a2xn-4 + ... + an-2)x+ an-1)x + an  = ... 

Pn(x) = ((...((a0x + a1)x + a2)x + ... + an-2)x+ an-1)x + an . Com b1 =  a0x + a1, fica: 

Pn(x) = ((...(b1x + a2)x + ... + an-2)x+ an-1)x + an . Com b2 =  b2x + a2, fica: 

Pn(x) = ((...b2x + ... + an-2)x+ an-1)x + an . Com b3 =  b2x + a3, ... fica: 

Pn(x) = bn-1x + an  = bn  = P 

O método de Brio- Ruffini para dividirir Pn(x) por (x - X): 

Pn(x) (x - X) = Q(x), com resto P  (x - X)Q(x) + P = Pn(x) 

(x - X)(b0xn-1 + b1xn-2 + b2xn-3 + ... + bn-2x + bn-1) + P  =  

           b0xn + b1xn-1 + b2xn-2 + ... + bn-2x² + bn-1x - Xb0xn-1 - Xb1xn-2 - Xb2xn-3 - ... - Xbn-2x - Xbn-1) + P  = 

           b0xn + (b1- Xb0)xn-1 + (b2- Xb1)xn-2 + ... + (bn-1- Xbn-2)x - Xbn-1 + P  = 

a0xn + a1xn-1 + b2xn-2 + ... + bn-1x - an  = Pn(x) 

  Pn(x)    a0 a1 a2 ... an-1 an 
X  Q (x) P  X b0 b1 b2 ... bn-1 P 
X ... P´   X c0 c1 c2 ... P’  

 

c0 = b0 = a0 bk+1 = X. bk + ak+1  ck+1 = X. ck + bk+1 

JusƟficaƟva para P: P(x) = (x - X).Q(x) + P  P(X) = P                        

JusƟficaƟva para P´: P'(X) = (x - X).Q'(x) + Q(x)  P'(X) = Q(X) = P' 

 
Um procedimento adaptado pode ser usado para números complexos. Usando z = a + bi,  

teremos que (x - z).(x – z’) = (x-a-bi).(x-a+bi) = x2 – r x -s, com r = 2a e s = -(a2 + b2).  
 

Então, P(x) = (x² – rx - s).Q(x) + S(x - r) + R. Assim P(z) = S(z - r) + R = (R - S.a) + (S.b)i. 
 

0 cálculo de S e R pode ser feito pelo algoritmo seguinte: 

  Pn    a0 a1 a2 ... an-1 an    
r     r  b1 b2 ... bn-1 bn  bk = r. Tk-1  
s     s   c2 ... cn-1 cn  ck = s. Tk-2 S = Tn-1 

 Q S R   T0 T1 T2 ... Tn-1 Tn  Tk = ak+ bk+ ck R = Tn 
 
Também, P'(x) = (2x - r)Q(x) + (x² – rx - s).Q´(x) + S P´(z) = (2z-r).Q(z) + S = 2.b.Q(z)i + S,  

onde Q(z) pode ser calculado como P(z), usando os coeficientes Tk de Q: 
 Q S R   T0 T1 T2 ... Tn-1 Tn   
r     r    ...     
s     s    ...     
  p q     T´0 T´1 ... p q     

 
P'(z) = 2.b.Q(z)i + S = 2.b.[ (q - p.a) + (p.b)i] i + S = [2.b.q – 2b.p.a + 2b².p i] i + S =  

         = S - 2b²p+ (2bq – 2abp) i 



Trocas das variáveis x = u - 
ଶ

௨
 e t = u5 em 𝑥ହ + 10𝑥ଷ + 20𝑥 − 4 = 0 

Estas trocas nos levam à uma equação do segundo grau t² - 4t - 32 = 0. 

Vamos analisar que outras x = u - 
௞

௨
 em 𝑥ହ + 𝑎𝑥ଷ + 𝑏𝑥 − 𝑐 = 0 fazem o mesmo. 

a) Trocar só c:  𝑥ହ + 10𝑥ଷ + 20𝑥 − 𝑐 = 0  t² - ct - 32 = 0, para qualquer c 
 

b) Trocar b e c: 𝑥ହ + 10𝑥ଷ + 𝑏𝑥 − 𝑐 = 0  t² + (b - 20) t6/5 +  ct - 2(b - 20) t4/5 - 32 = 0. 
Só com b = 20, fica uma equação do segundo grau. 
 

c) Trocar a, b e c: 𝑥ହ + 𝑎𝑥ଷ + 𝑏𝑥 − 𝑐 = 0   
t² + (a -10) t8/5 +(-6a +b +40) t6/5 +  ct +(12a -2b - 80) t4/5  + (-8a +80) t2/5 - 32 = 0. 
Só com a = 10 e b = 20 fica uma equação do segundo grau. 
 

d) Trocar k e c: 𝑥ହ + 10𝑥ଷ + 20𝑥 − 𝑐 = 0   
t² - (5k -10) t8/5 + (10k² - 30k +20) t6/5 + ct -(10k³ - 30k² +20k) t4/5 + (5k4 -10k3) t2/5 - 32 - k5 = 0. 
Só com k = 2 fica uma equação do segundo grau. 
 

e) Trocar k, b e c:  𝑥ହ + 10𝑥ଷ + 𝑏𝑥 − 𝑐 = 0   
t² - (5k -10) t8/5 + (10k² - 30k +b) t6/5 + ct -(10k³ - 30k² +bk) t4/5 + (5k4 -10k3) t2/5 - 32 - k5 = 0. 
Só com k = 2 e b = 20 fica uma equação do segundo grau. 
 

f) Trocar tudo k, a, b e c:  𝑥ହ + 𝑎𝑥ଷ + 𝑏𝑥 − 𝑐 = 0   
t² - (5k -a) t8/5 + (10k² - 3ak +b) t6/5 + ct -(10k³ - 3ak² +bk) t4/5 + (5k4 -ak3) t2/5 - 32 - k5 = 0. 
Só com a = 5k e b = 5k² fica uma equação do segundo grau. 
 

Resumo: O polinômio 𝑥ହ + 5𝑘𝑥ଷ + 5𝑘²𝑥 − 𝑐 = 0, com a mudança de variáveis  

x = u - 
௞

௨
 se transforma numa equação do segundo grau: t² -ct -k5 = 0 

 
 
 
 
 
 


