Séries

por

Mílton Procópio de Borba

1. Séries Infinitas de Termos Constantes

1.1. Comentários: 

Em várias situações poderemos estar interessados em somar os elementos (infinitos) de uma seqüência numérica {un} de termos constantes.  Evidentemente, isto só fará sentido, se a seqüência convergir para zero, isto é se  
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, caso contrário estaríamos somando uma infinidade de termos não nulos, que certamente não faria sentido. O fato mais curioso é que nem toda seqüência que converge para zero pode ser “somada”.

1.2. Definição: 

Seja Sn a soma dos n primeiros termos de uma seqüência {un}. Se existir o 
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,  o chamamos de série infinita e representamos por 
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1.3. Exemplos:

1.3.1. Série Telescópica: Seja {un} = {
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 e que 
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= 2 (ver 1.4.1).

1.3.2. Série Geométrica: Seja {un} = {1/2n}. Também 
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 e temos (ver 1.4.2) que  
[image: image8.wmf]å

¥

=

1

2

1

n

n

= 1.

1.3.3. Seja {un} = {1/n2}. Note de 
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, Vamos ver que existe 
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 e é menor que 2.

A soma infinita:  1 + 1/4 + 1/9 +  ... + 1/n2 + ... pode ser agrupada assim:
1 + (1/4 + 1/9)+(1/16 + 1/25 + 1/36 + 1/49)+(1/64 + ... +1/225) + ..., menor ou igual (termo a termo) a 

1 + (1/4 + 1/4)+(1/16 + 1/16 + 1/16 + 1/16)+(1/64 + ... +1/64) + ..., que é equivalente à série

1 + 2/4 + 4/16 + 8/64 + ... = 1 + 1/2 + 1/4 + 1/8 + ... = 1 + 
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1.3.4. Série Harmônica:  Seja {un} = {1/n}. Apesar de 
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, temos que  não existe 
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, pois a soma é infinita: 1 + 1/2 + 1/3 +  ... + 1/n + ... tende a (, como veremos a seguir:
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= 1+1/2 +(1/3 + 1/4)+(1/5 + 1/6 + 1/7 + 1/8)+(1/9 + ... +1/16) + ..., que é maior ou igual  a:

1+1/2 +(1/4 + 1/4)+(1/8 + 1/8 + 1/8 + 1/8)+(1/16 + ... +1/16) + ... = 1+ 1/2 + 1/2 + 1/2 + 1/2 + ...( (
1.4. Soma de uma série infinita (convergente)

1.4.1 Série Telescópica: 
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= (2/1 – 2/2)+(2/2 – 2/3)+ (2/3 – 2/4)+ ...

Todos os termos serão eliminados, exceto o primeiro (2/1) e o “último” que tende a zero. 

Portanto a “soma” é 2/1 = 2.

1.4.2. Série Geométrica: 
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= 1/2 + 1/4 +  ... + 1/2n + ...  é o “limite da soma” da PG que começa por a1 = 1/2 e tem razão q = 1/2. Seu valor é calculado por:  S = 
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1.4.3.Euler provou, para espanto dos matemáticos no início do século XVIII, que 


[image: image21.wmf]å

¥

=

1

2

1

n

n

= (2/6  (  1,644934066848

Obs.: A ‘soma” de uma série infinita convergente pode ser determinada em alguns casos especiais, como a “telescópica” e a geométrica. Nos casos gerais, podemos conseguir a “soma”, somando uma quantidade razoável de termos com uso do computador. Por exemplo, para o exemplo 1.3.3, na planilha Excel, conseguimos:

	Quantidade
	1
	2
	5
	10
	20
	50
	100
	500
	1.000
	5.000
	10.000

	“Soma”
	1
	1,25
	1,46
	1,55
	1,596
	1,625
	1,635
	1,6429
	1,6439
	1,6447
	1,64483


2. Séries de Taylor

Dada uma função f e um ponto x = a, se todas as derivadas de f (até a ordem n) em x = a puderem ser determinadas, temos que

f(x) = C0 + C1.(x-a) + C2.(x-a)2 + C3.(x-a)3 + … +  Cn-1.(x-a)n-1 + Rn,   (x,

onde Ck = f(k)(a) ,(k  e Rn = f(n)(().(x-a)n, para algum ( entre x e a.

                  k!            
                  n!

2.1. Exemplos de Séries

2.1.1. Seno

Se f(x) = sen(x) e a = 0, então sen(x) = x - x3 + x5 - x7 + x9 + …( xn-1 + Rn.






          6     5!   7!    9!         (n-1)!

2.1.2. Cosseno

Se f(x) = cos(x) e a = 0, então cos(x) = 1 - x2 + x4 - x6 + x8 + …( xn-1 + Rn.






         2     24   6!    8!         (n-1)!

2.1.3. Exponencial


Se f(x) = ex e a = 0, então ex = 1 + x + x2 + x3 + x4 + x5 + …( xn-1 + Rn.






 2     6     24   5!         (n-1)!

2.1.4. Logaritmo Natural

Se f(x) = ln(x) e a = 1, então ln(x) = (x-1) - (x-1)2 + (x-1)3 - (x-1)4 + …( (x-1)n-1 + Rn.





          
          2          3          4               (n-1)

Em todos os casos, Rn ( 0, quando n ( (. Na prática, costuma-se usar a série truncada, isto é, abandonando o Rn, pequeno e difícil de ser estimado. A questão se resume em quantos (n) termos considerar para que o Erro  = (Série truncada) - f seja aceitável ( módulo < (, dado ), i.é, |Rn| < (.

2.2. Exemplos de Cálculos

2.2.1. Sen(1)

Para calcular o seno de 1 radiano com Erro não superior a ( = 10-5, temos (por 2.1.1): 

|Rn| = | f(n)(().(1-0)n | (  1 , pois f(n)(() vale ou sen(() ou cos((), ambos com módulo ( 1.


         n!
  
 n!

Para que 1/n! ( ( , devemos Ter que n! ( 105, o que ocorre para n = 9 ( 9! = 362880).

2.2.2. ln(2)

Para calcular o logaritmo natural de 2, fazemos x=1 em 2.1.4:

ln(2) = 1 - 1/2 + 1/3 -1/4 +1/5 - 1/6 + … ( 1/n +…

Com 1/n ( 0, a série alternada converge ( Critério de Leibnitz) com erro menor que o último termo, i.é, Rn < 1/n. Assim, para que |Rn| < (, teremos que tomar n termos, com n> 1/(.

2.2.3. O valor de e
Com 11 parcelas, temos, de 2.1 3, com x = 1, que:

e = 1+1+1/2 +1/6 +1/24 +1/5! +1/6! +1/7! +1/8! +1/9! +1/10! =  2,71828198433 (computador).

Com 11 decimais, o valor exato seria e = 2,71828182846, 1,5587E-07 a menos  (?!).

Este erro poderia ser menor, se somássemos as parcelas na ordem invertida.

 De fato (soma de parcelas parecidas):

e = 1/10! +1/9! + 1/8! + 1/7! + 1/6! +1/5! +1/24+ 1/6 + 1/2 + 1+1 = 2,71828174591, 

somente 8,255E-8 a menos do valor correto.

Um outro artifício, devido a Horner, é fatorar os termos semelhantes na série truncada:

C0+ C1.(x-a)+C2.(x-a)2+C3.(x-a)3+ …+Cn(x-a)n =C0 +(x-a).{ C1+ (x-a).[ C2+(x-a)( C3… + (x-a).Cn)]}.

No caso do valor de e, teríamos (x-a) = 1: 

e = 1+(1+ 1/2(1+ 1/3(1+ 1/4( 1+ 1/5(1+ 1/6(1+ 1/7(1+ 1/8(1 +1/9(1+ 1/10))))))))) = 2,71828174591.
2.3. Tentativa de Melhorar a Série

Vamos supor que queremos obter os valores dos senos com uma série truncada P9 contendo até o termo x9/9! (ver 2.1.1). Certamente estamos interessados, apenas nos ângulos de 0 a 90º. 

Vamos notar que para ângulos acima de 50º, o erro é acentuado, certamente devido aos termos seguintes que foram desprezados. O primeiro termo desprezado foi -1/10!. Isto nos leva a crer que os valores de P9 estão maiores do que deviam. Uma tentativa seria diminuir a última parcela.

A tabela seguinte mostra o comportamento da série P9, e uma outra série Pm, que é uma série modificada a partir de P9, trocando 9! = 362880 por 370500 (para diminuir um pouco P9).

	º
	x ( rad)
	P9(x)
	Pm
	Sen(x)
	Erro de P9
	Erro de Pm
	O erro

	10
	0,1745329
	0,173648
	0,173648
	0,173648
	0
	8,382E-15
	aumentou

	20
	0,3490659
	0,342020
	0,342020
	0,342020
	2,347E-13
	-4,126E-12
	aumentou

	30
	0,5235988
	0,500000
	0,500000
	0,500000
	2,028E-11
	-1,474E-10
	aumentou

	40
	0,6981317
	0,642788
	0,642788
	0,642788
	4,795E-10
	-1,753E-09
	aumentou

	50
	0,8726646
	0,766044
	0,766044
	0,766044
	5,572E-09
	-1,106E-08
	aumentou

	60
	1,0471976
	0,866025
	0,866025
	0,866025
	4,131E-08
	-4,452E-08
	aumentou

	70
	1,2217305
	0,939693
	0,939693
	0,939693
	2,246E-07
	-1,191E-07
	diminuiu

	80
	1,3962634
	0,984809
	0,984808
	0,984808
	9,729E-07
	-1,703E-07
	diminuiu

	90
	1,5707963
	1,000004
	1,000000
	1,000000
	3,543E-06
	2,428E-07
	diminuiu


Os erros aumentaram um pouco nos ângulos menores, mas diminuíram bem nos maiores ângulos. Vejamos o gráfico disto:


[image: image22.wmf]-0,0000005

0

0,0000005

0,000001

0,0000015

0,000002

0,0000025

0,000003

0,0000035

0,000004

0

30

60

90

Er_P9

Er_Pm


É claro que esta modificação foi feita aleatoriamente, sem muito critério. 

Vamos, a seguir, ver uma técnica que distribui o erro no intervalo considerado. 

Esta técnica é chamada Telescopagem de Séries e usa os Polinômios de Chebyshev, definidos no intervalo [-1 ,1]. Evidentemente, todos os intervalos podem ser modificados para trabalharmos entre -1  e 1, por uma mudança de escala e/ou uma translação.

3. Polinômios de Chebyshev

Para cada n, definimos Tn(x) = cos (n. arc cos(x)), como o nº polinômio de Chebyshev.

Ë claro que Tn só está definido em [-1 , 1] e seu valor (em módulo) nunca ultrapassa 1.

Se n=0, T0(x) = cos( 0.arc cos x ) = cos 0 = 1

Se n=1, T1(x) = cos( 1.arc cos x ) = cos( 1.arc cos x ) = x

Chamando ( = arc cos x, temos que x = cos (  e então Tn(x) = cos n(. Assim, 

Tn+1(x) = cos (n+1)( = cos (n(+() = cos n( . cos ( - sen n( . sen (
Tn-1(x) = cos (n -1)( = cos (n( -() = cos n( . cos ( + sen n( . sen (
Tn+1(x) + Tn-1(x) = 2.cos n( . cos ( = 2. Tn(x) x.  ( Tn+1(x) = 2.x.Tn(x) - Tn-1(x).

Agora, podemos apresentar, T2(x) = 2.x.x - 1 = 2x2 - 1

Veremos que Tn é um polinômio de grau n, par ou ímpar, conforme n o seja.
A tabela abaixo mostra alguns coeficientes dos polinômios

	n
	Tn
	
	
	
	
	
	

	0
	1
	
	
	
	
	
	

	1
	1
	
	
	
	
	
	

	2
	2
	-1
	
	
	T2(x) = 2x2 - 1
	

	3
	4
	-3
	
	
	
	
	

	4
	8
	-8
	1
	
	
	
	

	5
	16
	-20
	5
	
	T5(x) = 16x5 - 20x3 + 5x

	6
	32
	-48
	18
	-1
	
	
	

	7
	64
	-112
	56
	-7
	
	
	

	8
	128
	-256
	160
	-32
	1
	
	

	9
	256
	-576
	432
	-120
	9
	
	

	10
	512
	-1280
	1120
	-400
	50
	-1
	

	11
	1024
	-2816
	2816
	-1232
	220
	-11
	


O gráfico abaixo mostra os primeiros polinômios
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Outras propriedades:

a) O principal coeficiente é sempre 2n-1.

b) A soma dos coeficientes é sempre 1 para qualquer pol. Assim Tn(1) = 1, (n.

c) Todo gráfico de Tn está contido no quadrado |x| ( 1  e |Tn| ( 1.

d) Cada polinômio atinge o(s) máximo(s) em T=1 e mínimo(s) em T = -1.

e) Cada polinômio corta o eixo OX em n pontos.

Podemos, também, escreveras potências inteiras de x em funçao dos Tn.

x0 = 1 = To(x)

x1 = x = T1(x)

T2(x) =  2x2 - 1 ( x2 = [T2(x) +  1]/2 = [T2(x) + T0(x)]/2

Novamente, as potências pares (por serem polinômios pares) são escritos com Tpares.

A tabela abaixo mostra as outras primeiras potências

	 x 0
	1
	
	
	
	
	
	div. por
	1

	 x 1
	1
	
	
	
	
	
	div. por
	1

	x 2
	1
	1
	
	
	
	
	div. por
	2

	x 3
	1
	3
	
	x3 = (1.T3 + 3.T1)/4
	div. por
	4

	x 4
	1
	4
	3
	
	
	
	div. por
	8

	 x 5
	1
	5
	10
	
	
	
	div. por
	16

	 x 6
	1
	6
	15
	10
	
	
	div. por
	32

	x 7
	1
	7
	21
	35
	
	
	div. por
	64

	x 8
	1
	8
	28
	56
	35
	
	div. por
	128

	x 9
	1
	9
	36
	84
	126
	
	div. por
	256

	x 10
	1
	10
	45
	120
	210
	126
	div. por
	512

	x 11
	1
	11
	55
	165
	330
	462
	div. por
	1024

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	x11 = (1.T11 +11.T9 + 55.T7 + 165.T5 + 330.T3 + 462.T1)/ 1024


4. Telescopagem de Séries

A telescopagem consiste em:

1) Mudar o domínio da função para [-1, 1].

2) Substituir cada potência da série truncada pela respectiva expressão com Tn.

3) Abandonar o polinômio Tn de maior grau.

4) Substituir cada Tn pelo respectivo polinômio.

Com isto,  obtivemos uma série com um termo a menos, com erro de  telescopagem  da ordem de

an/ 2n-1 (pois Tn não tem módulo maior que 1), mas acrescentamos um erro em cada potência de x.

Para o caso de sen x , temos a seguinte seqüência de operações:

sen x ( P9(x) = x - x3/6 + x5/120 - x7/5040 + x9/362880

sen ((x/2) ( 1,5707963x - 0,64596410x3 + 0,079692626x5 - 0,0046817541x7 + 0,000160441184x9.

sen ((x/2) ( 1,13365T1 - 0,138071T3 + 0,00449128T5 - 0,0000675119T7 + 0,00000062672T9.

sen ((x/2) ( 1,13365T1 - 0,138071T3 + 0,00449128T5 - 0,0000675119T7 = Tl7(x)

sen ((x/2) ( Tl7(x) = 1,57079685x - 0,6458888889x3 + 0,07942188149x5 - 0,004320761439x7
O gráfico abaixo mostra os erro na série original P9, na série "telescopada" para Tl7 e ainda na série que obteríamos se "telescopássemos" de P11 para  Tl9
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Observe que Tl7 (pol. de grau 7) está sendo comparada com P9 (pol. de grau 9)

O objetivo final era obter uma série de mesmo grau com menor erro (distribuído): Tl 9. 
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Plan1

												n		1.00		3		5		7		9		9

												1/Cn		1		-6		120		-5040		362880		370500

												Cn		1.00000000		-0.16666667		0.00833333		-0.00019841		0.00000276

		º				Er_Pm		Sen(x)		P9(x)		P(x)		x		x^3 /-3!		x^5 / 5!		x^7 /-7!		x^9 /9!

		10		0		0		0.1736481777		0.1736481777		0.1736481777		0.1745329252		-0.0008860962		0.0000013496		-0.000000001		0		0

		20		0		-0		0.3420201433		0.3420201433		0.3420201433		0.3490658504		-0.0070887692		0.0000431873		-0.0000001253		0.0000000002		0.0000000002

		30		0		-0.0000000001		0.5		0.5		0.4999999999		0.5235987756		-0.0239245962		0.0003279532		-0.0000021407		0.0000000082		0.000000008

		40		0.0000000005		-0.0000000018		0.6427876097		0.6427876102		0.6427876079		0.6981317008		-0.056710154		0.0013819921		-0.0000160373		0.0000001086		0.0000001063

		50		0.0000000056		-0.0000000111		0.7660444431		0.7660444487		0.7660444321		0.872664626		-0.1107620195		0.0042175051		-0.0000764718		0.0000008088		0.0000007922

		60		0.0000000413		-0.0000000445		0.8660254038		0.8660254451		0.8660253593		1.0471975512		-0.1913967696		0.0104945022		-0.0002740121		0.0000041734		0.0000040876

		70		0.0000002246		-0.0000001191		0.9396926208		0.9396928454		0.9396925017		1.2217304764		-0.3039309814		0.0226827545		-0.0008061156		0.0000167115		0.0000163678

		80		0.0000009729		-0.0000001703		0.984807753		0.9848087259		0.9848075828		1.3962634016		-0.4536812317		0.044223746		-0.0020527731		0.0000555832		0.00005444

		90		0.0000035426		0.0000002428		1		1.0000035426		1.0000002428		1.5707963268		-0.6459640975		0.0796926262		-0.0046817541		0.0001604412		0.0001571414





Plan1
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Plan2

										n		1		3		5		7

										Cn		1.57079069		-0.64588889		0.07942188		-0.00432076

		º		Er_T7		Sen(x)		T7(x)		x		C1.x		C1.x^3		C5.x^5		C7.x^7

		10		-0.0000005282		0.1736481777		0.1736476495		0.1111111111		0.1745322983		-0.000885993		0.000001345		-0.0000000009

		20		-0.0000005657		0.3420201433		0.3420195777		0.2222222222		0.3490645967		-0.0070879439		0.0000430405		-0.0000001156

		30		-0.0000000523		0.5		0.4999999477		0.3333333333		0.523596895		-0.0239218107		0.000326839		-0.0000019757

		40		0.0000005287		0.6427876097		0.6427881383		0.4444444444		0.6981291933		-0.0567035512		0.0013772969		-0.0000148007

		50		0.0000005265		0.7660444431		0.7660449696		0.5555555556		0.8726614917		-0.1107491235		0.0042031767		-0.0000705753

		60		-0.0000001346		0.8660254038		0.8660252692		0.6666666667		1.04719379		-0.1913744853		0.0104588486		-0.0002528841

		70		-0.0000003933		0.9396926208		0.9396922275		0.7777777778		1.2217260883		-0.3038955948		0.0226056929		-0.000743959

		80		0.0000012345		0.984807753		0.9848089875		0.8888888889		1.3962583867		-0.4536284097		0.0440735019		-0.0018944914

		90		0.0000029171		1		1.0000029171		1		1.570790685		-0.645888888		0.0794218815		-0.0043207614

		º		Er_P9		Er_T7		Er_T9

		0		0		0		0

		10		0		-0.0000005282		-7.00E-08

		20		0		-0.0000005657		-7.00E-08

		30		0		-0.0000000523		3.00E-08

		40		0.0000000005		0.0000005287		0

		50		0.0000000056		0.0000005265		-5.00E-08

		60		0.0000000413		-0.0000001346		0

		70		0.0000002246		-0.0000003933		2.00E-08

		80		0.0000009729		0.0000012345		-8.00E-08

		90		0.0000035426		0.0000029171		-1.20E-07
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		2		2		-1						T2(x) = 2x2 - 1

		3		4		-3

		4		8		-8		1

		5		16		-20		5				T5(x) = 16x5 - 20x3 + 5x

		6		32		-48		18		-1

		7		64		-112		56		-7

		8		128		-256		160		-32		1

		9		256		-576		432		-120		9

		10		512		-1280		1120		-400		50		-1

		11		1024		-2816		2816		-1232		220		-11

		0		1												div. por		1

		1		1												div. por		1

		2		1		1										div. por		2

		3		1		3				x3 = (1T3 + 3T1)/4						div. por		4

		4		1		4		3								div. por		8

		5		1		5		10								div. por		16

		6		1		6		15		10						div. por		32

		7		1		7		21		35						div. por		64

		8		1		8		28		56		35				div. por		128

		9		1		9		36		84		126				div. por		256

		10		1		10		45		120		210		126		div. por		512

		11		1		11		55		165		330		462		div. por		1024

						x11 = (1.T11 +11.T9 + 55.T7 + 165.T5 + 330.T3 + 462.T1)/ 1024

		x		To		T1		T2		T3

		-1		1		-1		1		-1

		-0.8		1		-0.8		0.28		0.352

		-0.6		1		-0.6		-0.28		0.936

		-0.4		1		-0.4		-0.68		0.944

		-0.2		1		-0.2		-0.92		0.568

		0		1		0		-1		0

		0.2		1		0.2		-0.92		-0.568

		0.4		1		0.4		-0.68		-0.944

		0.6		1		0.6		-0.28		-0.936

		0.8		1		0.8		0.28		-0.352

		1		1		1		1		1
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Plan1

												n		1.00		3		5		7		9		9

												1/Cn		1		-6		120		-5040		362880		370500

												Cn		1.00000000		-0.16666667		0.00833333		-0.00019841		0.00000276

		º				Er_Pm		Sen(x)		P9(x)		P(x)		x		x^3 /-3!		x^5 / 5!		x^7 /-7!		x^9 /9!

		10		0		0		0.1736481777		0.1736481777		0.1736481777		0.1745329252		-0.0008860962		0.0000013496		-0.000000001		0		0

		20		0		-0		0.3420201433		0.3420201433		0.3420201433		0.3490658504		-0.0070887692		0.0000431873		-0.0000001253		0.0000000002		0.0000000002

		30		0		-0.0000000001		0.5		0.5		0.4999999999		0.5235987756		-0.0239245962		0.0003279532		-0.0000021407		0.0000000082		0.000000008

		40		0.0000000005		-0.0000000018		0.6427876097		0.6427876102		0.6427876079		0.6981317008		-0.056710154		0.0013819921		-0.0000160373		0.0000001086		0.0000001063

		50		0.0000000056		-0.0000000111		0.7660444431		0.7660444487		0.7660444321		0.872664626		-0.1107620195		0.0042175051		-0.0000764718		0.0000008088		0.0000007922

		60		0.0000000413		-0.0000000445		0.8660254038		0.8660254451		0.8660253593		1.0471975512		-0.1913967696		0.0104945022		-0.0002740121		0.0000041734		0.0000040876

		70		0.0000002246		-0.0000001191		0.9396926208		0.9396928454		0.9396925017		1.2217304764		-0.3039309814		0.0226827545		-0.0008061156		0.0000167115		0.0000163678

		80		0.0000009729		-0.0000001703		0.984807753		0.9848087259		0.9848075828		1.3962634016		-0.4536812317		0.044223746		-0.0020527731		0.0000555832		0.00005444

		90		0.0000035426		0.0000002428		1		1.0000035426		1.0000002428		1.5707963268		-0.6459640975		0.0796926262		-0.0046817541		0.0001604412		0.0001571414
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										n		1		3		5		7

										Cn		1.57079069		-0.64588889		0.07942188		-0.00432076

		º		Er_T7		Sen(x)		T7(x)		x		C1.x		C1.x^3		C5.x^5		C7.x^7

		10		-0.0000005282		0.1736481777		0.1736476495		0.1111111111		0.1745322983		-0.000885993		0.000001345		-0.0000000009

		20		-0.0000005657		0.3420201433		0.3420195777		0.2222222222		0.3490645967		-0.0070879439		0.0000430405		-0.0000001156

		30		-0.0000000523		0.5		0.4999999477		0.3333333333		0.523596895		-0.0239218107		0.000326839		-0.0000019757

		40		0.0000005287		0.6427876097		0.6427881383		0.4444444444		0.6981291933		-0.0567035512		0.0013772969		-0.0000148007

		50		0.0000005265		0.7660444431		0.7660449696		0.5555555556		0.8726614917		-0.1107491235		0.0042031767		-0.0000705753

		60		-0.0000001346		0.8660254038		0.8660252692		0.6666666667		1.04719379		-0.1913744853		0.0104588486		-0.0002528841

		70		-0.0000003933		0.9396926208		0.9396922275		0.7777777778		1.2217260883		-0.3038955948		0.0226056929		-0.000743959

		80		0.0000012345		0.984807753		0.9848089875		0.8888888889		1.3962583867		-0.4536284097		0.0440735019		-0.0018944914

		90		0.0000029171		1		1.0000029171		1		1.570790685		-0.645888888		0.0794218815		-0.0043207614

		º		Er_P9		Er_Tl 7		Er_Tl 9

		0		0		0		0

		10		0		-0.0000005282		-7.00E-08

		20		0		-0.0000005657		-7.00E-08

		30		0		-0.0000000523		3.00E-08

		40		0.0000000005		0.0000005287		0

		50		0.0000000056		0.0000005265		-5.00E-08

		60		0.0000000413		-0.0000001346		0

		70		0.0000002246		-0.0000003933		2.00E-08

		80		0.0000009729		0.0000012345		-8.00E-08

		90		0.0000035426		0.0000029171		-1.20E-07
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		3		4		-3

		4		8		-8		1

		5		16		-20		5				T5(x) = 16x5 - 20x3 + 5x

		6		32		-48		18		-1

		7		64		-112		56		-7

		8		128		-256		160		-32		1

		9		256		-576		432		-120		9

		10		512		-1280		1120		-400		50		-1

		11		1024		-2816		2816		-1232		220		-11

		0		1												div. por		1

		1		1												div. por		1

		2		1		1										div. por		2

		3		1		3				x3 = (1T3 + 3T1)/4						div. por		4

		4		1		4		3								div. por		8

		5		1		5		10								div. por		16

		6		1		6		15		10						div. por		32

		7		1		7		21		35						div. por		64

		8		1		8		28		56		35				div. por		128

		9		1		9		36		84		126				div. por		256

		10		1		10		45		120		210		126		div. por		512

		11		1		11		55		165		330		462		div. por		1024

		x11 = (1.T11 +11.T9 + 55.T7 + 165.T5 + 330.T3 + 462.T1)/ 1024

		x		To		T1		T2		T3

		-1		1		-1		1		-1

		-0.8		1		-0.8		0.28		0.352

		-0.6		1		-0.6		-0.28		0.936

		-0.4		1		-0.4		-0.68		0.944
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Plan1

												n		1.00		3		5		7		9		9

												1/Cn		1		-6		120		-5040		362880		370500

												Cn		1.00000000		-0.16666667		0.00833333		-0.00019841		0.00000276

		º		Er_P9		Er_Pm		Sen(x)		P9(x)		P(x)		x		x^3 /-3!		x^5 / 5!		x^7 /-7!		x^9 /9!

		10		0		0		0.1736481777		0.1736481777		0.1736481777		0.1745329252		-0.0008860962		0.0000013496		-0.000000001		0		0

		20		0		-0		0.3420201433		0.3420201433		0.3420201433		0.3490658504		-0.0070887692		0.0000431873		-0.0000001253		0.0000000002		0.0000000002

		30		0		-0.0000000001		0.5		0.5		0.4999999999		0.5235987756		-0.0239245962		0.0003279532		-0.0000021407		0.0000000082		0.000000008

		40		0.0000000005		-0.0000000018		0.6427876097		0.6427876102		0.6427876079		0.6981317008		-0.056710154		0.0013819921		-0.0000160373		0.0000001086		0.0000001063

		50		0.0000000056		-0.0000000111		0.7660444431		0.7660444487		0.7660444321		0.872664626		-0.1107620195		0.0042175051		-0.0000764718		0.0000008088		0.0000007922

		60		0.0000000413		-0.0000000445		0.8660254038		0.8660254451		0.8660253593		1.0471975512		-0.1913967696		0.0104945022		-0.0002740121		0.0000041734		0.0000040876

		70		0.0000002246		-0.0000001191		0.9396926208		0.9396928454		0.9396925017		1.2217304764		-0.3039309814		0.0226827545		-0.0008061156		0.0000167115		0.0000163678

		80		0.0000009729		-0.0000001703		0.984807753		0.9848087259		0.9848075828		1.3962634016		-0.4536812317		0.044223746		-0.0020527731		0.0000555832		0.00005444

		90		0.0000035426		0.0000002428		1		1.0000035426		1.0000002428		1.5707963268		-0.6459640975		0.0796926262		-0.0046817541		0.0001604412		0.0001571414
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Plan2

										n		1		3		5		7

										Cn		1.57079069		-0.64588889		0.07942188		-0.00432076

		º		Er_T7		Sen(x)		T7(x)		x		C1.x		C1.x^3		C5.x^5		C7.x^7

		10		-0.0000005282		0.1736481777		0.1736476495		0.1111111111		0.1745322983		-0.000885993		0.000001345		-0.0000000009

		20		-0.0000005657		0.3420201433		0.3420195777		0.2222222222		0.3490645967		-0.0070879439		0.0000430405		-0.0000001156

		30		-0.0000000523		0.5		0.4999999477		0.3333333333		0.523596895		-0.0239218107		0.000326839		-0.0000019757

		40		0.0000005287		0.6427876097		0.6427881383		0.4444444444		0.6981291933		-0.0567035512		0.0013772969		-0.0000148007

		50		0.0000005265		0.7660444431		0.7660449696		0.5555555556		0.8726614917		-0.1107491235		0.0042031767		-0.0000705753

		60		-0.0000001346		0.8660254038		0.8660252692		0.6666666667		1.04719379		-0.1913744853		0.0104588486		-0.0002528841

		70		-0.0000003933		0.9396926208		0.9396922275		0.7777777778		1.2217260883		-0.3038955948		0.0226056929		-0.000743959

		80		0.0000012345		0.984807753		0.9848089875		0.8888888889		1.3962583867		-0.4536284097		0.0440735019		-0.0018944914

		90		0.0000029171		1		1.0000029171		1		1.570790685		-0.645888888		0.0794218815		-0.0043207614

		º		Er_P9		Er_T7		Er_T9

		0		0		0		0

		10		0		-0.0000005282		-7.00E-08

		20		0		-0.0000005657		-7.00E-08

		30		0		-0.0000000523		3.00E-08

		40		0.0000000005		0.0000005287		0

		50		0.0000000056		0.0000005265		-5.00E-08

		60		0.0000000413		-0.0000001346		0

		70		0.0000002246		-0.0000003933		2.00E-08

		80		0.0000009729		0.0000012345		-8.00E-08

		90		0.0000035426		0.0000029171		-1.20E-07
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Plan3

		n		Tn

		0		1

		1		1

		2		2		-1						T2(x) = 2x2 - 1

		3		4		-3

		4		8		-8		1

		5		16		-20		5				T5(x) = 16x5 - 20x3 + 5x

		6		32		-48		18		-1

		7		64		-112		56		-7

		8		128		-256		160		-32		1

		9		256		-576		432		-120		9

		10		512		-1280		1120		-400		50		-1

		11		1024		-2816		2816		-1232		220		-11

		0		1												div. por		1

		1		1												div. por		1

		2		1		1										div. por		2

		3		1		3				x3 = (1T3 + 3T1)/4						div. por		4

		4		1		4		3								div. por		8

		5		1		5		10								div. por		16

		6		1		6		15		10						div. por		32

		7		1		7		21		35						div. por		64

		8		1		8		28		56		35				div. por		128

		9		1		9		36		84		126				div. por		256

		10		1		10		45		120		210		126		div. por		512

		11		1		11		55		165		330		462		div. por		1024

						x11 = (1.T11 +11.T9 + 55.T7 + 165.T5 + 330.T3 + 462.T1)/ 1024






