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Capitulo 1

Introducao

O leitor seria capaz de desenhar a figura 1.1 abaixo sem tirar o lapis
do papel ? Tem que ir de ponto a ponto e ndo pode passar pela mesma
linha duas vezes.

A E

Figura 1.1: O problema da casinha
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2 CAPITULO 1. INTRODUCAO

Foi facil ? Experimente agora comegar pelo ponto B.

Bem , esse problema é importante? Pensemos numa pequena ci-
dade, com pequeno orcamento. O servi¢o de recolhimento de lixo é
feito por um pequeno caminhdo. Queremos evitar o desperdicio; uma
boa idéia seria fazer o caminhdo passar uma Unica vez por cada rua e
retornar ao ponto de partida. Na verdade, € 0 mesmo problema.

Um outro problema que propomos as criangas para que se aquietem
€ o0 seguinte: temos que ligar Luz, Gas e Telefone a trés casas sem que
as linhas se cruzem. Vocé ja tentou ? (veja a figura 1.2)

&> e
&> [E=g)
& [wm

Figura 1.2: O problema das 3 casas

Outra vez, cabe a pegunta: esse problema é importante ? Pensemos
entdo numa fabrica de placas de circuito integrado. Encontar esquemas
de ligacdo que evitem cruzamento é crucial para baratear os custos de
manufatura; quanto menos camadas, mais rapido e rentivel se torna o
servigo.

Nos dois casos s6 nos interessou considerar um conjunto de pontos
e um conjunto de ligacdes entre eles. E a essa estrutura que chamamos
grafo.

Estas notas tratam da Teoria dos Grafos - uma modesta introdugéo.
Desde o século XVIII até nossos dias essa teoria tem conhecido ex-
traordinario desenvolvimento teérico e aplicado. Adotamos entdo a



pratica de introduzir alguns temas gerais que dessem uma pequena
idéia da variedade de abordagens e problemas que ela pode oferecer.
Certamente, muito ficou para depois. O que esperamos é que ao fi-
nal o leitor tenha se convencido da utilidade dos conceitos e processos
apresentados, mas guardamos o secreto desejo de que o aspecto ludico
dos grafos o contaminem com o que costumamos chamar de graphical
desease”, ou melhor traduzindo, a febre dos grafos.

Uma observagdo: sendo uma primeira abordagem da teoria dos
grafos, tratamos apenas de grafos sem orientacdo. A intencdo foi
apresentar os conceitos da forma mais simplificada possivel. Para o
leitor interessado, a bibliografia contempla grafos com orientacéo.

Cada capitulo é acompanhado de exercicios, sem a solugdo; prefe-
rimos deixar o prazer desta tarefa ao leitor. A bibliografia ao fim das
notas é mais do que suficiente para um conhecimento razoavel de teo-
ria dos grafos, e inclui trabalhos de nivel diversificado.

Enfim, deve haver erros; as criticas (construtivas, por favor) sdo bem
vindas.

Esperamos que apreciem estas notas.

Samuel Jurkiewicz

Escola de Engenharia/UFRJ - Departamento de Engenharia Indus-
trial

COPPE/UFRIJ - Programa de Engenharia de Producdo

jurki@pep.ufrj.br
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Capitulo 2

O que é um grafo ?

2.1 Primeiras nogoes

Numa escola algumas turmas resolveram realizar um torneio de volei.
Participam do torneio as turmas 64, 6B, 7A, 7B, 8A e 8 B. Alguns jogos
foram realizados até agora:
6A jogoucom TA,7B,8B
6B jogoucom TA,8A,8B
7TA jogoucom 6A, 6B
7B jogoucom 6A,8A,8B
8A jogoucom 6B,7B,8B
8B jogoucom 6A,6B,7B,8A
Mas seré que isto esta correto ? Pode ter havido um erro na lista-
gem. Uma maneira de representar a situacdo através de uma figura as
turmas serao representadas por pontos e 0s jogos serdo representados
por linhas.
Nao é dificil agora constatar a consisténcia das informagdes. A es-
trutura que acabamos de conhecer € um grafo. Apresentamos duas for-
mas de representar esta estrutura

e Por uma lista, dizendo quem se relaciona com quem.

5



6 CAPITULO 2. O QUE E UM GRAFO ?

6A

8B

B

Figura 2.1: Grafo do Campeonato de Voélei

e Por um desenho, isto &, uma representacdo grafica.

Qual é a forma correta? As duas sdo corretas. A estrutura
“grafo”admite varias maneiras de ser representada. Isso ndo é novi-
dade: a palvra “dois”e o simbolo “2”representam 0 mesmo conceito
matematico.

Para que um grafo figue bem definido temos que ter dois conjuntos:

e O conjunto V, dos vértices - no nosso exemplo, 0 conjunto das
turmas.

e O conjunto A, das arestas - no nosso exemplo, os jogos realizados.
Em outra palavras, o que nos interessa num grafo é:
e Quem sdo os veértices.

e Que pares de vértices estao ligados e quais ndo estdo (isto &, quem
sdo as arestas).

Quando existe uma aresta ligando dois vértices dizemos que o0s vértices
sdo adjacentes e que a aresta é incidente aos vértices. No nosso exem-
plo podemos representar o grafo de forma sucinta como:

V ={6A4;6B;7A;7B;8A4;8B}
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A ={(64;7A); (64;7B); (64;8B); (6B;TA); (6B;8A); (6B;8B); (7B; 84);
(7B;8B); (84;8D)}

Observe que ndo precisamos colocar (84; 7B) no conjunto de arestas
pois ja tinhamos colocado (7B;8A).

O namero de vértices sera simbolizado por |V| ou pela letra n.

O namero de arestas ser& simbolizado por |A| ou pela letra m.

No nosso exemplon =6em = 9.

2.2 Grau de um vértice

No nosso exemplo vimos que cada turma jogou um nimero diferente
de jogos:

6A jogou 3jogos

6B jogou 3jogos

7TA jogou 2 jogos

7B jogou 3jogos

8A jogou 3jogos

8B jogou 4 jogos

Por isso, no nosso desenho, o vértice 6 A tem 3 arestas ligadas a éle,
0 vértice A7 tem 2 arestas ligadas a ele e assim por diante.

Dizemos que estas arestas sdo incidentes ao vértice. O nimero
de vezes que as arestas incidem sobre o vértice v & chamado grau
do vértice v, simbolizado por d(v). No nosso exemplo, d(64) = 3;
d(7A) = 2.

Exercicio:

1. Usando o grafo do campeonato:

(a) Dé o grau de cada um dos vértices

(b) Qual a soma de todos os graus ?

(c) Qual o numero de arestas ?

(d) O que vocé observou ? Sera coincidéncia ?

2. Faca o mesmo exercicio anterior usando os grafos da figura 2.2:
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& >

A X

@@m

Figura 2.2
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2.3 Nosso primeiro resultado

No exercicio anterior voce deve ter observado que a soma dos graus de
um grafo é sempre o dobro do numero de arestas (e isso ndo deve ser
coincidéncia...). Isso pode ser escrito em linguagem matematica.

Para isso, denotaremos um grafo pela letra G e representaremos por
V(G) e A(G), respectivamente, os conjuntos de vértices e das arestas de

Teorema: Paratodo grafo G

Z dlv)=2-m

veV(G)

Isto é: A soma dos graus dos vértices de um grafo & sempre o dobro
do namero de arestas*.

Demonstracdo: Quando contamos os graus dos vértices estamos
contando as extremidades das arestas uma vez. Como cada aresta tem

duas extremidades, cada aresta foi contada duas vezes. O
Coroléario: Todo grafo G possui um namero par de vértices de grau
impar.

Demonstragdo: Se tivéssemos um numero impar de vértices de
grau impar a soma dos graus seria impar. Mas a soma dos graus é o
dobro do numero de arestas e, portanto, € um namero par. O

2.4 Alguns problemas com as defini¢bes

Algumas perguntas acerca das definicdes podem nos deixar atrapalha-
dos. Vamos examinar algumas.

e Uma aresta pode ligar um vértice a ele mesmo ?

Pode; é o que chamamos de lago(veja figura 2.3). Por exemplo,
vamos construir o grafo em que V = {2,3,4,5,6} e dois vértices
serdo ligados quando tiverem um divisor comum (diferente de 1).

Pela defini¢do do grafo vemos que o 5 ndo esta ligado a nenhum
outro vértice mas tem um lago (como alias todos os outros vértices
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Figura 2.3: Grafo com lagos

deste grafo). Para haver coeréncia com os resultados da se¢do an-

terior, temos que contar o lago duas vezes (uma para cada extremi-

dade) quando calcularmos o grau do vértice. No nosso exemplo:
d(2) =4;d(3) = 3;d(4) = 4;d(5) = 2;d(6) = 5.

e 0 teorema continua valendo.

e Dois vértices podem estar ligados por mais de uma aresta ?

Podem; neste caso usamos 0 nome especial de multigrafo(veja
figura 2.4). Um exemplo que veremos adiante resulta no seguinte
grafo:

Figura 2.4: Multigrafo (com arestas multiplas)

Grafos sem lagos ou arestas multiplas sdo chamados de grafos
simples. Neste texto estaremos trabalhando quase sempre com
grafos simples.
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e A figura 2.5 mostra um grafo ou dois grafos ?

2.5

Figura 2.5: Um grafo ou dois ?

Depende da situagdo. Em principio parecem dois grafos distintos,
e podemos considera-los assim. Mas podemos pensar que esse
grafo representa as ligacdes entre casas de uma cidade onde passa
um rio (veja figura 2.6).

Figura 2.6:

Se as pontes forem destruidas em um temporal a cidade ainda é
uma so6, apenas foi desconectada. O grafo da figura 2.5 poderia
ser o que chamamos de grafo desconexo. Essa € uma nog¢éo im-
portante e voltaremos a ela algumas vezes. Cada parte conexa
do grafo (no nosso exemplo o "quadrado® e o "triangulo*) é cha-
mada de componente conexa do grafo. Dizemos que um grafo
& conexo se qualquer par de pontos é ligado por ao menos um
caminho.

Isomorfismo

Observe o grafo mostrado na figura adiante.
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8B

Figura 2.7:

Verifigue que a situagdo representada é exatamente a mesma do
grafo inicial do campeonato. Apenas nesse caso procuramos fazer o
desenho de forma a ndo haver pontos comuns entre as arestas (fora dos
vértices, é claro). Quando dois grafos represntam a mesma situacdo
dizemos que eles sdo grafos isomorfos.

Esse conceito as vezes gera polémica. E 0 mesmo grafo ou nao?
Claramente as caracteristicas de um e de outro sdo as mesmas (graus,
numero de arestas e outras que veremos mais tarde). E na verdade esta
nao é uma questdo realmente importante. O essencial é saber discernir
guando dois grafos sdo isomorfos ou ndo. Para isso vamos usar uma
definicdo técnica.

Dois grafos G; e G2 s@o ditos isomorfos se existe uma corres-
pondéncia 1-a-1 entre seus conjuntos de vértices que preserve as ad-
jacéncias.

Vejamos um exemplo:

Figura 2.8:
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Vamos estabelecer uma correspondéncia 1 — 1 entre 0s conjuntos de
vértices:

fra—w
b—x
c—z
d—vy

Esta funcdo funciona perfeitamente. Se tomarmos uma aresta no
primeiro grafo (digamos (a;d)) a fungdo fara a correspondéncia com
(w;y) que é uma aresta no segundo grafo. Se tomarmos dois vértices
que ndo sdo ligados por uma aresta (digamos «a e ¢) a funcdo faré cor-
responder dois vértices (w e z) que também nao sdo ligados.

2.6 Exercicios

1. Verifique que a correspondéncia a seguir Nnao serve para mos-
trar o isomorfismo. Sugestdo: Tome dois vértices que ndo sejam
ligados, faca a correspondéncia e veja 0 que acontece.

fra—x
b—y
c—z
d—w

2. Mostre que os pares de grafos abaixo sdo isomorfos:

Figura 2.9:

3. Mostre que os grafos abaixo NA&0 s3o isomorfos:
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Figura 2.10:

X

Figura 2.11:

2.7 Outras definicbes

O conjunto de vértices adjacentes a v &€ chamado vizinhanca aberta de
v, notado por N (v); a vizinhanca fechada de v é notada e definida por
N[v] = N(v) U {v}. Podemos estender esta definicdo para conjuntos
de vértices (N (S)eN|S]). Por exemplo, no grafo do campeonato temos
N(7B) ={6A;8A4;8B} e N[7TB] = {64;7B;8A;8B}

Um vértice de grau 0 é dito isolado; um vértice de grau 1 é dito pen-
dente; a seqiiéncia de graus de um grafo é a seqUéncia ndo crescente
formada pelos graus dos vértices dos grafos. Por exemplo, a sequéncia
de graus do grafo do campeonato é (4, 3,3, 3, 3,2).

O menor grau de um vértice em G & o grau minimo, denotado §(G),
e 0 maior é o grau maximo, denotado A(G). No caso do campeonato
temos A(G) = 4e§(G) = 2.

G’ é dito um subgrafo de G se V(G') C V(G) e A(G") C A(G).

gy

Figura 2.12:
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Na figura a seguir, o grafo G’ € um subgrafo de G. O grafo G” é dito
um subgrafo induzido pelo subconjunto (a,b,c,d) de V(G), pois todas
as arestas incidentes aos vértices de a,b,c,d em G estdo presentes em
G” (veja a figura 2.13).

Figura 2.13:

2.8 Tipos especiais de grafos

e Grafo completo

Imagine o grafo do campeonato quando todos os jogos tiverem
sido jogados. Ele ficaria com o aspecto da 2.14:

Isto & o que chamamos um grafo completo. Um grafo completo é
definido como sendo um grafo onde todo par de vértices é ligado
por uma aresta. Um grafo completo com n vértices € denotado
por K, (no nosso exemplo é Kj).Veja um exemplo na figura 2.14.

2.9 Exercicio

1. Quantas arestastem K7 ?e K152 ?e K, ?

2. Quantos vértices um grafo simples precisa ter para poder ter
200 arestas ?
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6A

8B

8A 7A

7B

Figura 2.14: O grafo completo Ky

e Grafo complementar(veja figura 2.15)

Imagine agora que temos o grafo do campeonato e queremos fa-
zer o grafo dos jogos que faltam. Fariamos um grafo com o mesmo
conjunto de vértices mas com as arestas que faltam no grafo ori-
ginal. Veja a figura.

6A BA

Figura 2.15: Dois grafos complementares

Chamamos este grafo de grafo complementardo grafo G, deno-
tado por G. E facil perceber que V(G) = V(G) e que A(G) U A(G)
inclui todas as arestas de G.
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e Grafo nulo ou vazio(figura 2.16) - Eo grafo cujo conjunto de ares-
tas A(G) € o conjunto vazio.

Por exemplo, antes de comecgar o campeonato nenhum jogo havia
sido jogado. Nosso grafo ficaria como na figura.

6A

7B

Figura 2.16: Grafo nulo ou vazio

e Grafo regular(figura 2.17)

Um grafo é regular (de grau k, ou ainda k-regular) quando todos
0s seus Vértices ttm o mesmo grau (k).

Figura 2.17: Um grafo regular de grau 3

¢ Ciclo(figura 2.18)
Um ciclo & um grafo conexo regular de grau 2. A notagdo é C,,

e Caminho(figura 2.19)

Um caminho é um ciclo do qual retiramos uma aresta. O com-
primento do caminho é dado pelo niUmero de arestas (0 que faz
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&

Figura 2.18: Exemplos de ciclo: C5 e Cy

sentido: & o nUmero de ”passos* que gastamos para percorrer o
caminho). Assim o caminho P, é obtido retirando uma aresta do

ciclo Cy 41.

Figura 2.19: Exemplos de caminho: P4 e P;

e Arvores(figura 2.20)

Uma arvore é um grafo conexo sem ciclos como subgrafos. Note
que o fato de nao ter ciclos faz com que a arvore seja a maneira
mais “econbmica“ de conectar os vértices. As arvores formam
uma familia importante de grafos e voltaremos a elas mais tarde.

e Grafos bipartidos(figura 2.21)

Eum grafo em que o conjunto V' de vértices pode ser particionado
em dois subconjuntos disjuntos 15 e V; tal que toda aresta de G
tem uma extremidade em V; e outra em V5. O subconjunto V; €
dito um subconjunto independente de vértices do grafo G pois
ndo h4 arestas ligando dois vértices de V;. Temos também que V5
& um subconjunto independente de vértices de G.

e Grafos bipartidos completos - Notacdo K, , (figura 2.22) E um
grafo bipartido em que todos os vértices de V; séo ligados a todos
0s Vvértices de V5.
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Figura 2.20: Exemplos de arvores

Figura 2.21: Grafo bipartido

Figura 2.22: Grafo bipartido completo K 4
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2.10 Representacdo por matrizes

Matrizes & um assunto tipico do ensino médio mas o que mostraremos
aqui pode ser entendido por todos. Uma ds formas mais comuns de
“informar* uma estrutura de grafo para um computador é através de
matrizes. Uma matriz nada mais é do que uma tabela com linhas e
colunas. Um exemplo bastante conhecido é a tabuada:

x|0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0o 0 0 o o0 o0 O
3 4 5 6 7 8 9
6 8§ 10 12 14 16 18
9 12 15 18 21 24 27
12 16 20 24 28 32 36
10 15 20 25 30 35 40 45
12 18 24 30 36 42 48 54
14 21 28 35 42 49 56 63
16 24 32 40 48 56 64 72

910 9 18 27 36 45 54 63 72 81
Se quisermos saber 0 valor de 3 x 5 procuramos o valor na linha do 3 e
na coluna do 5, isto é 15.

Mas as matrizes tém outras utilidades. No caso dos grafos elas po-

dem ser usadas na representacdo de varias formas. Eis algumas delas.
Exemplificaremos com as representaces do grafo a seguir:

SN O

O O UL~ Wi+~ O

OO DO DO OO OO

O O UL~ Wi+~ O
oo

d a

Figura 2.23:

e Matriz de adjacéncia - € a matriz definida por
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1 seije A(G)
TIT1 0 seij ¢ AG)

No exemplo da figura 2.23, a matriz de adjacéncia é:

0 1 1 1
1 01 0
1 1 0 1
1 0 1 O

e Matriz de incidéncia - & a matriz n x m definida por

S 1 seaarestae; € incidente em v;
Y| 0 casocontrario

No exemplo da figura 2.23 a matriz de incidéncia é:

|ab ac ad bc cd |
1 1 0

o o T w
OkFr kO

1
1 0 O 0
0 1 0 1
0o 0 1 1

2.11 Exercicios

1. Qual o grafo complementar do grafo que tem duas componentes
conexas isomorfasa K3 e K7 ?

2. Qual o grafo complementar do grafo que tem duas componentes
conexas isomorfasa K, e K, ?

3. Mostre que um grafo G é deconexo entdo G tem um subgrafo bi-
partido completo. Mostre que a reciproca ndo é verdadeira.

4. Mostre que as sequéncias (9, 8,7,6,5,5,4,3,3)e(7,7,7,6,5, 4, 3,
2) ndo correspondem a seqUéncias de graus de nenhum grafo.
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10.

11.

12.
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mostre que a sequiéncia (3,3, 3, 3, 3, 3) corresponde a dois grafos
nao isomorfos.

Mostre que uma mesma sequUéncia pode corresponder a grafos
ndo isomorfos.

Prove que § < 2m < A,

n

Mostre que em um grafo bipartido m < %2.

(a) Mostre que se G é conexo, entdom > n — 1.
(b) Mostre que a reciproca nao é verdadeira.
(c) Qual o menor valor de m que garante que G € conexo ?

Desenhe uma representacdo do grafo cuja matriz de adjacéncia é:
01 0 1 1

=
O RrR kO

1 0
0 0
1 1
0 0

=

Um grafo é auto-complementar se for isomorfo ao seu comple-
mento. Mostre que se G é auto-complementar, entdo n = 4k ou
n = 4.k + 1 paraalgum k inteiro.

O grafo de linha ou grafo adjunto, notagdo L(G) , € o grafo cujos
Vértices estdo em correspondéncia 1 a1l com as arestas de G e cujas
arestas ligam vértices que correspondem a arestas incidentes em
G.

(8) Mostre que L(K3) = L(K; 3).

(b) Mostre que se G é regular de grau &, L(G) é regular de grau
2.k — 2.

(c) Encontre uma expressdo para o numero de arestas de L(G)
em fungdo dos graus de G.
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Suponha que as arestas de K¢ sejam coloridas de azul ou de ver-
melho. Mostre que, seja qual for a forma de colorir, o grafo tera
um subgrafo isomorfo a K3 colorido com uma sé cor.

Roteiro: Suponha, por absurdo que isso ndo é verdade.

(a) Escolha um vértice v qualquer; mostre que existem (pelo me-
nos) 3 arestas incidentes a v com a mesma cor (digamos, sem
perda de generalidade: (v;a); (v;b); e (v; ¢) sdo coloridas de
azul).

(b) Mostre que (a;b); (a;c); e (b;c) ndo podem ser coloridas de
azul.

(c) Conclua que (a;b); (a; ¢); e (b; c) devem ser coloridas de ver-
melho, mostrando o absurdo, e provando a afirmacao.

Suponha que as arestas de K7 sejam coloridas de azul, verde
ou de vermelho. Mostre que, seja qual for a forma de colorir, o
grafo tera um subgrafo isomorfo a K3 colorido com uma sé cor.
Sugestado: Use o exercicio anterior

Mostre que num grafo simples pelo menos dois vértices tém o
mesmo grau.
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Capitulo 3

Ciclos e caminhos

3.1 Conexidade outra vez

Observagdo: Quando ndo houver risco de confusdo a aresta (v, w) sera
denotada simplemente por vw.

Um passeio é uma seqUéncia de arestas do tipo
UpU1,V1V2,U203,...U0s_1Vs; S € 0 comprimento do passeio. Se todas
as arestas do passeio sdo distintas, o passeio & chamado trilha; se
U9 = vy 0 passeio € uma trilha fechada. Se, além das arestas, todos
os veértices sdo distintos entdo temos um caminho, e se vy = v, temos
um ciclo (como visto anteriormente). Uma outra forma de definir a
conexidade é observar que um grafo G é conexo se e sO se existe um
caminho entre quaisquer dois vértices de G. As componentes conexas
podem ser vistas como as classes de equivaléncia da relagdo:

x ~ y se e sO se existe um caminho ligando x a y.

(Para isso estamos considerando que entre um vértice e ele mesmo,
existe um caminho de comprimento 0). O menor comprimento possivel
para um caminho entre os vértices u e v € chamado de distanciaentre u
e v. Podemos também sinalizar as sequéncias de arestas descritas acima
pela sucessao de vertices vg,v1,02,...,V5_1,Us.

25
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Dizemos que um grafo conexo é k-conexo se, ao retirarmos k£ — 1
vértices do grafo, éle continua conexo. Por exemplo, o grafo da figura
2.17 é 3 conexo, pois podemos escolher 2 vértices quaisquer pararetirar,
€ mesmo assim o grafo continuaré conexo.

Teorema Um grafo G é bipartido se e s6 se hdo contém ciclos de
comprimento impar.

Demonstracdo: = Seja G bipartido; se ndo houver ciclo em G, ndo
ha o que mostrar. Se ha um ciclo em G este alterna vértices de V7 e
V4, dois subconjuntos independentes e disjuntos. Partindo de V4 (por
exemplo), para retornar ao ponto de partida teremos que utilizar um
numero par de arestas. O ciclo é, portanto, de comprimento par.

«< Podemos considerar apenas grafos conexos. Seja G um grafo sem
ciclos impares. Vamos particionar seu conjunto de vértices em dois sub-
conjuntos V; e V; independentes e disjuntos. Tomamos primeiramente
um vértice qualquer v; O subconjunto V; serd formado por todos os
Vértices w tais que exista um caminho de comprimento par entre v e w.
O subconjunto V, sera formado por todos os veértices w tais que exista
um caminho de comprimento impar entre v e w. Os conjuntos V; e V5
sdo disjuntos , pois se w estivesse em V; e V, a0 mesmo tempo, have-
ria um caminho de comprimento par e um caminho de comprimento
impar ligando v a w. Esses dois caminhos podem se cruzar (ou nédo) an-
tes de chegar em w, produzindo alguns ciclos ( veja a figura a seguir).
Como o namero de arestas usado nestes ciclos & impar (¢ a soma do
nimero de arestas dos dois caminhos)isso produziria pelo menos um
ciclo impar em G, contrariando a hipotese. O

mz

Figura 3.1:

J& sabemos que o conjunto de vértices de um grafo bipartido é par-
ticionado em dois subconjuntos V4 e V5. O conjunto V; (e também o
conjunto 15) é chamado conjunto independente, isto &, se w e t forem
ambos vértices de V; eles ndo sdo adjacentes.

Exercicio: Nos pares de grafos abaixo, mostre qual dos grafos é
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bipartido e qual néo é.

Figura 3.2:

Figura 3.3:

3.2 O problema do menor caminho

Algoritmos e computadores

Nesta se¢do vamos tratar de um problema relativamente simples. Por
exemplo,alguém precisa se deslocar de uma cidade para outra. Para
isso, ele dispde de varias estradas, que passam por diversas cidades.
Qual caminho oferece uma trajetéria de menor comprimento?

O algoritmo que soluciona este problema (e até hoje ndo se encon-
trou forma melhor) foi criado por Edsger Wybe Dijkstra , em 1952.
Dijkstra nasceu em 1930, na cidade de Roterdan - Holanda, e morreu
em 2002. Foi um cientista de computacdo e recebeu o Turing Award
de 1972 por suas contribui¢Bes fundamentais na area de linguagens de
programacao.

Notem um fato interessante: geralmente o que estudamos em Ma-
tematica foi criado ha muito tempo. Mas a Matematica continua a ofe-
recer solugdes e com o desenvolvimento da Informéatica a idéia de uma
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solugdo para um problema tem se modificado. Em vez de procurarmos
um namero, uma resposta (0 que em muitos casos & necessario), procu-
ramos um algoritmo, isto &, uma série de procedimentos que nos levem
a solugdo. A vantagem é que, se o problema for muito extenso pode-
remos programar um computador para realizar este algoritmo. Esse
problema é um excelente exemplo disso.

Veremos mais tarde que isso ndo quer dizer que nao precisamos de
teoria, muito pelo contrario. Um bom algoritmo depende de boa ma-
temética. Mas voltaremos a isso. Por enquanto vamos ver a solucéo,
simples e interessante oferecida por Dijkstra, que viveu no hosso tempo,
ou dos nossos pais.

Observe que trabalharemos com grafos valorados , isto é, esta-
mos atribuindo valores as arestas. Esses valores podem ser distancias,
tempo gasto no trajeto, custo com a ligagéo, etc. Usaremos as expressdes
”custo” ou "distancia“ para nos referirmos a estes valores. Esses valores
geralmente sdo estimados por engenheiros, economistas e considerare-
mos nos proximos exemplos que eles sdo dados. Esse algoritmo traba-
Iha apenas com grafos valorados com valores positivos e nossa tarefa é
minimizar ”custo”ou “distancia”.

3.3 Qual o menor caminho até a Escola ?

Lembremos que este grafo é valorado, isto é, atribuimos valores as ares-
tas. A "distancia“ é diferente da que estamos acostumados. Por exem-
plo, entre a Pracinha (P) e a Banca de Jornal (B) colocamos a distancia
11 pois had um cachorro que nos assusta. Entre a Quitanda (Q) e a Can-
cela (C) a "distancia“ é 4 pois ha uma moca (ou rapaz) interessante.
Usaremos este grafo simples e pequeno para vermos como o algoritmo
de Dijkstra funciona. Comeg¢amos calculando todas as distéancias a par-
tir da Casa de Jodo (J). A distancia de J até J é 0 (zero).
Vamos comecgar com o mapa sem ligacdes.

Até onde posso chegar a partir da casa de Jodo (J) em uma Unica
etapa? Qual o custo? Vamos preencher a tabela abaixo.
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Casado
Joéo

Armazem

Pracinha
- BanCa de
Jornal

Escola

Cancela

Figura 3.4:

Armazem
Casa do
Jodo
oo}
[ee)
Pracinha
Banca de
Jornal
0

Quitanda
oo} ©
i

Figura 3.5:
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Determinado Posso chegar ...com custo ... vindo de...
(fechado) até.. ou distancia...
* J - Casa de Jodo 0 Fhk
A - Armazém 00 Ainda n&o atingimos
P - Pracinha o0 Ainda ndo atingimos
Q - Quitanda o0 Ainda ndo atingimos
B - Banca de Jornal 00 Ainda n&o atingimos
C - Cancela o) Ainda ndo atingimos
E - Escola 00 Ainda ndo atingimos

Atencdo: colocamos a disténcia oo para dizer que ainda néo atingi-
mos este veértice

Vamos entender a figura e a tabela; na figura escurecemos a ”Casa
de Jodo“, pois ja sabemos a menor distancia, 0. Os outros vértices ainda
podem ser melhorados, por isso ndo estdo escurecidos, e a etiqueta oo
mostra que ainda ndo foram atingidos.

A partir da casa de Jodo, quem podemos atingir imediatamente ? O
Armazem, que esté a distancia 5 da Casa de Jodo, a Pracinha que esta
a distncia 6 e a Quitanda, que esté a distancia 10. Vou assinalar isso
no meu grafo. Mais ainda, eu agora percebo que a distancia ao arma-
zem ndo ir4 diminuir. De fato, qualquer outro caminho que eu tome,
j& comega com um valor maior que 5 (ou eventualmente igual). Entdo
escureco o vértice do armazem para mostrar que ele esta “fechado*.

Até onde posso chegar a partir da casa de Jodo (J) em uma
Unica etapa? Qual o custo? Vamos preencher a tabela abaixo.

Determinado Posso chegar ...com custo ... vindo de...
(fechado) até.. ou distancia...
* J - Casa de Jodo 0 rkk
* A - Armazém 5 J
P - Pracinha 6 J
Q - Quitanda 10 J
B - Banca de Jornal 00 Ainda ndo atingimos
C - Cancela o0 Ainda ndo atingimos
E - Escola o0 Ainda ndo atingimos
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Casa do Armazem
Jodo

10

0

Banca de
Jornal

10

© ©

Figura 3.6:

Como a distancia até o armazém ndo vai diminuir, é a nossa vez de
investigar se indo pelo caminho do armazem poderemos melhorar as
distancias. A partir do Armazem s6 podemos chegar a Banca de Jornais
(B) (Lembre-se que ] ja esta fechado). Nosso grafo e tabela ficam assim
e o préximo vértice a ser fechado é a Pracinha (P). Note que a etiqueta
de distancia da Banca de Jornal passa a ser 18 = 5 + 13 (5 da etiqueta
do Armazem mais 13 da distancia Armazem-Banca de Jornais. Como
18 < oo @a melhor distancia até a Banca é de 18.

Nosso grafo e tabela ficam assim e o proximo vértice a ser fechado é
a Pracinha (P).
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Casa do
Joéo

10

10
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lIiHHHHHil

©

Cancela

Bancade
Jornal

Figura 3.7:
Determinado Posso chegar ...com custo ... vindo de...
(fechado) até.. ou distancia...
* J - Casa de Jodo 0 Fokk
* A - Armazém 5 J
P - Pracinha 6 J
Q - Quitanda 10 J
B - Banca de Jornal 18 A
C - Cancela 00 Ainda ndo atingimos
E - Escola 00 Ainda ndo atingimos

Como a distancia & Pracinha ndo pode ser melhorada é a partir dela
gue investigaremos. Podemos chegar, passando pela Pracinha a Qui-
tanda, a Banca de Jornal e a Cancela. Vamos ver o que acontece nos trés

casos:
Quitanda:

6 (etiqueta da Pracinha) + 3 (disténcia Pracinha-

Quitanda) = 9; como 9 < 10 (que é a etiqueta atual da Quitanda, o
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caminho melhor passa a ser pela Pracinha.

33

Cancela: 6 + 6 = 12 < oo logo 0 caminho para a cancela passa a ser

pela Pracinha.

BancadeJornal: 6+11 = 17 < 18 e 0 caminho para a Banca de Jornal

passa a ser pela Pracinha.

O vértice a ser fechado € a Quitanda pois & o menor valor em aberto.

Nosso grafo e tabela ficam assim:

0 5

5
Casa do Armazem
Joéo

Quitanda
12

Cancela

Bancade

©

Escola

Jornal

Figura 3.8:
Determinado Posso chegar ...com custo ... vindo de...
(fechado) ate.. ou distancia...
* J - Casa de Jodo 0 ok
* A - Armazém 5 J
P - Pracinha 6 J
Q - Quitanda 9 P
B - Banca de Jornal 17 P
C - Cancela 12 P
E - Escola 00 Ainda n&o atingimos
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Agora vamos estudar se podemos melhorar a distancia a partir
da Quitanda (que fechamos por ser o menor valor em aberto).

Da Quitanda posso alcancar a Banca de Jornais com distancia total
946 = 15 < 17 logo meu caminho para a Banca de Jornais passa a usar
a Quitanda.

Também posso alcancar a Cancela mas com distancia9 + 4 = 13 >
12. Entdo ndo é vantagem, e continuo a ir para a Cancela passando pela
Pracinha.

O grafo e a tabela ficam assim (observe que escurecemos o vértice da
Cancela, que é o que tem menor distdncia acumulada entre os abertos):

Nosso grafo e tabela ficam assim:

0 5

5
Sk Armazem
Jodo

15

Bancade
Jornal

12 ©

o

Figura 3.9:
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Determinado Posso chegar ...com custo ... vindo de...
(fechado) até.. ou distancia...

* J - Casa de Jodo 0 Xk

* A - Armazém 5 J

P - Pracinha 6 J

Q - Quitanda 9 P

B - Banca de Jornal 15 Q

C - Cancela 12 P

E - Escola o0 Ainda ndo atingimos

Ja estamos quase terminando. Da Cancela s6 consigo ir a Escola com
distancia acumulada 12 4+ 8 = 20 < oc.

Minha tabela e grafo ficam assim (escurecemos o vértice da Banca
de Jornais):

Nosso grafo e tabela ficam assim:

0 5

5
Casa do Armazem
Joéo

15
Banca de
Jornal
20
lIHHHHHIII

Quitanda

12

Figura 3.10:
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Determinado Posso chegar ...com custo ... vindo de...
(fechado) até.. ou distancia...
* J - Casa de Jodo 0 Fkk
* A - Armazém 5 J
P - Pracinha 6 J
Q - Quitanda 9 P
B - Banca de Jornal 17 Q
C - Cancela 12 P
E - Escola 20 C

E finalmente vemos que pela Banca de Jornal conseguimos chegar a
Escola com disténcia acumulada de 15 + 3 < 20.

O grafo e tabela finais ficam:

Casad Armazem
Joéo

Banca de
Jornal

12

Cancela

Figura 3.11:
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Determinado Posso chegar ...com custo ... vindo de...
(fechado) até.. ou distancia...
* J - Casa de Jodo 0 Xk
* A - Armazém 5 J
P - Pracinha 6 J
Q - Quitanda 9 P
B - Banca de Jornal 17 Q
C - Cancela 12 P
E - Escola 18 B

Observe que:

e O grafo final € uma arvore - conexa e sem ciclos (sempre que
chegavamos num veértice, eliminavamos uma aresta, impedindo

a formacao de ciclos.

e O algoritmo encontra o menor caminho da Casa de Jodo a todos
os outros pontos. Ele NAO encontra o menor caminho entre dois
vértices quaisquer. Por exemplo para ir da Cancela a Banca de

Jornais a distancia é 11 e ndo 15 como a arvore sugere.

e A representacdo gréfica foi Util para entendermos o problema,
mas poderiamos perfeitamente ter usado apenas uma matriz de

distancias:

I [J]A[P[Q[BJCJE]

J 0 5 6 | 10 | o0 | o0 | o0
Al b5 0 |oo|oo |13 ]| 00|
P 6 | 0| O 3111 6 | o0
Q10| o0 | 3 0 6 | 4 | 0
Bi|loco|13 |11 ]| 6 0 |oco| 3
Clloo|oo]| 6 4 |0 | O 8
Ejloco|oo|oo| 0| 3 8 0

Exercicios:

e Nas figuras abaixo use o algoritmo de Dijkstra para descobrir qual

o menor caminho do vértice A a todos os outros vértices.
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=
o
a
\‘ e

Figura 3.12:

e Abaixo temos uma tabela de distancias entre uma Mercearia e
as localidades onde ela faz entregas. Use o algoritmo de Dijks-
tra para descobrir qual o menor caminho da Mercearia a todas as
outras localidades.

I | Mercearia | B [C [D[E | F |G [H]

Mercearia 0 11| 5 | 8 oo |0 | 0| o
B 11 0 |oco| 3 ||| 8 |
C 5 oo | 0 2 8 | oo | 0| o0
D 8 3 2 0 4 oo |12 11
E 00 oo | 8 4 0 |15 |0 | 4
F 00 oo | oo || 15| 0 3 7
G 00 8 | 0|12 | 0| 3 0 2
H 00 oo | oo | 11| 4 7 2 0




Capitulo 4

Mais ciclos e mais
caminhos

4.1 Euler e as pontes de Kdenisberg

Na introducdo perguntamos se vocé conseguiria desenhar a casinha
abaixo sem tirar o lapis do papel. A figura mostra uma solucdo, e na
verdade o problema é bastante facil.

C c

Figura 4.1:

Mas se quisermos comecar pelo vértice B ? (vocé pode tentar o
tempo que quiser).

39



40 CAPITULO 4. MAIS CICLOS E MAIS CAMINHOS

O fato € que esse outro problema é impossivel. Todas as solucdes
comegam/terminam pelo vértice A/E. Se comegam em A terminam
em F, e vice-versa.

O problema tem origem no famoso ”problema das pontes de
Koéenisberg*, considerado o marco fundador da Teoria dos Grafos. Os
habitantes de Koenisberg (hoje Kaliningrado) se perguntavam se seria
possivel atravessar as sete pontes do Rio Prega, sem passar duas vezes
na mesma ponte, retornando ao ponto de partida. O problema e sua
modelagem por grafos esta apresentada na figura a seguir.

Figura 4.2

Observamos que o problema da origem a um grafo com arestas
multiplas, o que ndo afetara a solucdo. Leonard Euler mostrou que a
resposta era negativa, estabelecendo assim uma condi¢do necessaria;
embora se acredite que a suficiéncia ndo lhe fosse desconhecida, so-
mente muito mais tarde essa segunda parte foi publicada - por Hierhol-
zer em 1873.

Antes de prosseguir com a solugdo vamos tecer algumas
consideracgdes sobre grafos, computadores e problemas finitos.

4.2 Esse problema é importante ?

Sim. Para comec¢o de conversa ele é interessante, simples de propor e
veremos que sua solugdo é atraente, interessante e tem consequiéncias
importantes.
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Mas no aspecto imediato, pense numa pequena cidade, com um
Unico caminhdo para recolher o lixo; o prefeito deseja economizar o que
significa que prefere que o caminh&o passe uma Unica vez por todas as
ruas e retorne ao ponto de partida.

O problema & idéntico ao problema da casinha e se a cidade tivesse
essa configuragdo nao teria solugdo (pois o caminhdo ndo retornaria ao
ponto inicial (Vocé experimentou ?). Se o mapa da cidade fosse como
na figura a seguir, o prefeito ficaria contente (experimente !)

C

Figura 4.3:

E em que um computador pode nos ajudar nesse caso ?

4.3 Estrutura de dados

O desenho ajuda a nbés , pessoas, mas 0s computadores pre-
ferem letras e ndmeros. Lembre-se que a casinha representa
o grafo G em que V(G) = {AB,C,D,E} e AG) =
{(4; B); (4; D); (A; E); (B; C); (B; D); (B; E); (C; D); (D; E)}.

Observe que usamos uma ordem semelhante a ordem do dicionario;
isso facilita encontrar a aresta que procuramos e isso vale para o com-
putador também.

Bem, queremos saber se realmente todas as solucdes
comegam/terminam por A/E. N&o havera excessdo ? Como o
nosso problema tem um namero de possibilidades finito e pequeno
podemos examinar todas. Como um computador pode fazer isso ?
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Calma ! N&o precisamos saber programacio de computadores.
Basta lembrar que computadores tém facilidade para tratar informaces
organizadas. Como isso funciona no nosso caso ?

Digamos que achei a solucédo codificada pela sequéncia de letras
AEBDCBADE. Mesmo sem o desenho podemos Verificar que esta é
de fato uma solucdo. As arestas disponiveis sao:

AB AD AE BC BD BE CD DE

Comecamos pela aresta AE. Ela estéd disponivel ? Sim. Retiramos ela
da lista de disponiveis:

AB AD AE BC BD BE CD DE

A proxima aresta a ser examinada é EB. Esta disponivel ? Sim.
Retiramos ela da lista de disponiveis:

AB AD AE BC BD BE CD DE

Repare que no nosso problema EB e BE sdo a mesma coisa.
E assim por diante. A seqiiéncia da verificacdo esta ai abaixo:

AEBDCBADE AB AD AE BC BD BE CD DE
AEBDCBADE AB AD AE BC BD BE CD DE
AEBDCBADE AB AD AE BC BB BE CD DE
AEBDCBADE AB AD AE BC BB BE GB DE
AEBDCBADE AB AD AE BE BB BE GB DE
AEBDCBADE AB AD AE BE BB BE GB DE
AEBDCBADE AB AD AE BE BB BE G DE
AEBDCBADE AB AD AEBE BB BEGD BE

E a verificacdo mostra que a solugdo é boa.

Observe que NA0 usamos 0 desenho. E que foi fundamental a
maneira como apresentamos os dados. Eo que chamamos uma estru-
tura de dados. Lembre-se, computadores sdo maquinas e ndo podemos
passar informacBes de qualquer jeito. A estrutura de dados é funda-
mental.

N&o temos a intencdo aqui de explicitar o funcionamento de um
computador, mas intuitivamente percebemos que com a estrutura ade-
guada e uma sequiéncia de procedimentos (um programa !) isto é um
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algoritmo, podemos verificar se uma sequiéncia de 9 letras (por qué 9 ?)
€ ou ndo uma solucdo.

Vamos fazer algumas contas.Temos 8 arestas disponiveis e po-
demos numeré-las de 1 a 8. Podemos pensar num procedimento-
gue verifigue se uma determinada seqiiéncia de 8 algarismos do tipo
(1,2,3,4,5,6,7,8) ou (3,5,6,2,8,4,7,1) € ou ndo uma solugdo para o
problema da casinha. Melhor ainda, podemos colocar essas sequéncias
em ordemde (1,2,3,4,5,6,7,8) até (8,7,6,5,4,3,2,1).

Quantas seqUéncias temos ? Na apostila [2] vimos que
teremos 8! =8 x 7 x 6 x 5 x4 x 3 x 2 x 1 = 40320 sequéncias. Sdo as
permutacBes de 8 elementos. Ora, um bom computador pode gerar e
verificar essas sequiéncias todas em segundos ! Poderemos ter certeza
de que todas as solucdes realmente comecam (ou terminam) com a letra
AouE.

Isso se chama uma "‘solucdo por forca bruta*“ e ndo usamos ne-
nhuma sofisticacdo matematica, nehum teorema. Serd o fim da Ma-
tematica ? Ndo € bem assim...

Lembre-se do prefeito. Digamos que a cidade dele ndo tenha 8 ruas,
mas 20. N&o é uma grande cidade e podemos tentar usar a mesma
forca bruta do computador para resolver o problema de percorrer com
o caminhdo sem repeticdo de ruas. Se temos 20 ruas, teremos 20!
sequéncias. Quanto é isso ?

20! = 2432902008176640000 sequiéncias

Sdo muitas sequéncias. Mas sera que um bom computador nao re-
solveria este problema ? Se o computador verificasse um milhdo de
sequéncias por segundo (e poucos computadores o fazem hoje em dia)
ele demoraria (os céalculos s6 incluem a parte inteira):

2432902008176640000 + 1000000 = 2432902008177 segundos

2432902008177 + 60 = 40548366803 minutos
40548366803 <+ 60 = 675806113 horas
675806113 + 24 = 28158588 dias
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28158588 — 365 = 77147 anos
77147 = 1000 = 77 milénios

O prefeito ndo pode esperar tanto tempo (nem nos, nem ninguém).
Quem vira nos socorrer ? Um teorema de Euler.

4.4 Grafos eulerianos

Um grafo com m arestas é dito euleriano se existe uma trilha fechada de
comprimento m em G; em outras palavras, se podemos percorrer cada
aresta uma e s6 uma vez partindo de um vértice e a ele retornando. Se
o grafo ndo é euleriano mas tem uma trilha aberta de comprimento m,
é dito semi-euleriano.

Figura 4.4.

Na figura acima G é euleriano (a trilha pode ser a-b-c-d-e-f-a-d-b-
e-a), G & semi-euleriano (a trilha pode se a-e-b-d-c-b-a-d-e) e G3 ndo é
euleriano nem semi-euleriano.

J& vimos que o problema (e 0 nome “euleriano”) se originou com o
problema das pontes de Koenisberg. Euler mostrou que a resposta era
negativa, estabelecendo assim uma condicdo necessaria. Comecamos
por um lema simples porém necessario.

Lema: - Se todo vértice de um grafo (genérico) G tem grau maior ou
igual a 2, G contém um ciclo.

Demonstracéo - Se G contém lagos ou arestas multiplas, ndo ha o que
provar, pois, automaticamente, G contém um ciclo. Consideramos,
portanto, apenas os grafos simples. A partir de um vértice vy qualquer
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iniciamos nossa trilha. Quando chegamos a um vértice qualquer,
ou o estamos visitando pela primeira vez e podemos continuar, ou
chegamos a um vértice j4 visitado, produzindo um ciclo. Como o
nimero de vértices é finito, o lema esté provado. O
E agora, o teorema.

Teorema de Euler - (Euler-1736) Um grafo conexo G é euleriano se
e sO se todos os seus Vvértices tém grau par.
Demonstra¢do -= Suponhamos que G tenha uma trilha fechada de
comprimento m. Cada vez que a trilha passa por um vértice utiliza
duas novas arestas, uma para entrar e uma para sair. Logo o grau de
cada vértice deve ser obrigatoriamente par.

< Usaremos inducdo sobre o nimero de arestas m do grafo. Por
vacuidade, o teorema é valido quando m = 0. Suponhamos que o
teorema seja valido para todos os grafos com menos do que m arestas.
Sendo G conexo, todos os Vértices tém grau maior do que 2, pois 0s
graus sdo pares. Pelo lema anterior, G contém um ciclo (que & uma
trilha fechada). Dentre todos as trilhas fechadas em G escolhemos
uma trilha 7' com comprimento maximo. Se 7' tem comprimento m,
0 teorema estd provado. Caso contrario, consideramos o grafo H
resultante da retirada das arestas de 7. Como retiramos um namero
par de arestas de cada vértice de T', e todos os vértices do grafo tém
grau par (pela hipotese), pelo menos uma das componentes de H tem
um vértice em comum com 7' e tem todos os vértices com grau par.
Pela hipotese de indu¢do, H tem uma trilha fechada que passa por
todos os vértices de H, e podemos formar uma trilha fechada maior
concatenando 7' com a trilha em H. Mas isso contraria a maximalidade
naescolhade T. O

Coroléario - Um grafo conexo G € semi-euleriano se, e somente se,
tem no maximo dois vértices tem grau impar.
Demonstracéo - Deixada ao leitor.

Um algoritmo decorrente da demonstracdo do teorema acima as-
segura a construcdo de uma trilha fechada de comprimento m num
grafo euleriano. A demonstracdo da corre¢do do algoritmo pode ser
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encontrada em [6]. Podemos dar uma idéia do funcionamento do algo-
ritmo e do motivo pelo qual ele funciona. Veja a figura 4.5. Comecando
nossa trilha pelo vértice a poderiamos fazer abfcedcbe fa chegando a
um beco sem saida. Repare que os graus eram todos pares e a reti-
rada de um ciclo subtrai sempre numeros pares dos graus. O grafo res-
tante também tem vértices com grau par (Veja ainda a figura 4.5). Esse
resto pode ser percorrido pela trilha fechada dghijkcjhd. Basta agora
incluir essa trilha na trilha inicial, onde est4 o vértice d. Nossa trilha
fica abfced(dghijkcjhd)dcbe fa(veja a figura 4.6).

Figura 4.6:

Exercicio : Na figura 4.7 Qual desses grafos é euleriano ? Quais sdo
semi-eulerianos ? No caso de serem semi-eulerianos, por onde devemos
comecar(terminar) nossa trilha ?
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4.5 O problema chinés do carteiro

Esse problema é uma aplicacdo bastante importante do conceito de
grafo euleriano. Usamos um grafo valorado onde as arestas é associado
um peso, isto &, uma fungdo f : A — RT. Este peso pode representar
comprimento, custo, tempo, ou o que a modelagem do problema exigir.
Ja vimos esse conceito no caso do algoritmo de Dijkstra.

O problema chinés do carteiro (que tem este nome por ter sido
apresentado pela primeira vez por um pesquisador chinés e nao pela
nacionalidade do carteiro...) consiste em minimizar o esforco de um
carteiro que percorre todas as ruas de uma cidade. Ora, se o grafo em
guestdo é euleriano, ndo ha problema. Mas se esse ndo for o caso, te-
remos que eulerizar o grafo. Lembramos que o nimero de vértices de
grau impar é par (veja o corolario na secdo 2.3), logo poderemos unir
pares desses vértices por novas arestas, tornando-os pares. E claro que
nao construiremos novas ruas ! A idéia é fazer o carteiro percorrer ruas
repetidas de forma econémica. O problema pode se complicar bas-
tante mas ha hoje algoritmos que produzem resultados aproximados
com bastante eficiéncia. E um problema bastante estudado devido a
economia que uma boa solucdo pode gerar. Vamos ilustrar o caso mais
simples possivel, quando o grafo é semi-euleriano, isto €, tem apenas
dois vértices de grau impar.

O menor caminho entre os vértices a e b (calculado pelo algoritmo
de Dijkstra) indica que o melhor meio de eulerizar o grafo é construir
uma “aresta virtual”entre a e b, 0 que significa simplesmente percorrer
0 caminho awvs, v2v3, v3v4, v4b COMO Se fosse uma aresta. Assim gastare-
mos menos a sola do carteiro.

4.6 Grafos e ciclos hamiltonianos

Um problema aparentemente similar ao dos grafos eulerianos é o de
procurar em G uma trilha fechada que passasse por todos os vértices
uma e s6 uma vez. Uma trilha assim teria de ser necessariamente um ci-
clo (salvo no caso do grafo nulo com um vértice); chamamos um tal ciclo
de ciclo hamiltoniano. O nome homenageia Sir Willian R. Hamilton,
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aresta
-
virtual

Figura 4.8:

que estudou e divulgou o problema - embora a primeira formulacédo
tenha sido feita por Kirkman em 1885. As primeiras definicdes grafo
hamiltoniano e de grafo semi-hamiltonianos seguem as mesmas dire-
trizes dos grafos eulerianos. Um grafo e seu ciclo hamiltoniano apa-
recem na figura 4.9(a); um grafo ndo hamiltoniano aparece na figura
4.9(b).

As semelhancas, entretanto, param por aqui. O problema de saber
se um grafo é ou ndo hamiltoniano é um dos mais estudados da teoria
dos grafos, por sua aplicabilidade em comunicacéo, transporte e plane-
jamento. Entretanto, até hoje, nenhuma condic¢@o necesséria e suficiente
elegante foi encontrada. Na verdade, todos o0s teoremas se encontram
muito longe de oferecer uma previséo razoével de solucdo.
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(@ (b)

Figura 4.9:

4.7 O problema do caixeiro viajante- PCV

O PCV é um dos problemas mais estudados no campo da pesquisa ope-
racional mas até hoje néo foi encontrado um algoritmo computacional-
mente eficiente para resolvé-lo. Sua formulagdo é simples: dado um
grafo completo valorado G desejamos determinar o valor do menor ci-
clo hamiltoniano de G. Tomemos o exemplo seguinte, dado pela matriz
valorada de adjacéncia. Como o grafo em questdo é K7, uma solugdo
Obvia seria examinar todas as permutacdes entre os vértices, cada uma
correspondendo a um ciclo hamiltoniano.

Com 7 vértices, teremos 7! = 5760 permutacdes; na verdade sdo
6! = 820 pois sdo permutagdes circulares. Seja como for, & uma tarefa
até modesta para um computador. Mas o PCV frequentemente trata de
grafos com mais de 60 vértices. Isso nos daria 60!, 0 que nos tomaria
séculos, mesmo usando todos os computadores do mundo !

L [ a [ b ]cld]e [ f][g]
XXX | 404 | 270 | 490 | 490 | 338 | 258
404 | XXX | 618 | 890 | 890 | 460 | 320
270 | 618 | XXX | 360 | 360 | 210 | 240
490 | 890 | 360 | XXX | 78 | 390 | 330
490 | 890 | 360 | 78 | XXX | 390 | 330
338 | 460 | 210 | 390 | 390 | XXX | 270
258 | 320 | 240 | 390 | 330 | 270 | XXX

Q=o|Qlo|T|o
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Nossa atitude sera entdo de procurar um algoritmo heuristico, isto
é, que usa uma idéia “razoavel”, mesmo que ndo assegure a melhor
solucgdo, a solucéo 6tima. A primeira tentativa & um algoritmo guloso,
que parte do ponto A e procura sempre a menor distancia ao ponto
da vez. No nosso caso, o ciclo produzido seria a-g-c-f-g-b-d-e-a com
valor 2470. A contra-indicacdo para o algoritmo guloso é que no final
terminamos por aceitar arestas de valores muito altos. Observamos,
entretanto, que estamos a procura de um ciclo, e ndo temos portanto
nescessidade de agir seqliencialmente; uma outra tentativa heuristica
seria procurar agregar sempre a aresta de menor valor que ndo produza
ciclo com menos de 7 vértices nem produza vértices de grau 3 (num
ciclo, todos os vértices sdo de grau 2). As escolhas recaem sobre:

| Aresta | Valor ]
DE 78
CF 210
CG 240
GA 258

AC Bifurcacdo
FG Bifurcacédo
AF Fecha ciclo
CD Bifurcacdo
CE Bifurcacdo

DF 390
BE 890
AB 404

O ciclo é a-c-d-e-f-g-b-a e o valor conseguido também é 2470. Isso foi
coincidéncia, como veremos em outros exemplos. A idéia parecia boa,
e o resultado foi um pouco melhor. Entretanto, o melhor valor encon-
trado, examinando todas as possibilidades, corresponde ao ciclo a-c-d-
e-f-g-b-a com o valor, bem inferior, de 2092.

E claro, se tivermos gue examinar o PCV para 20 cidades teriamos
que examinar cerca de 20! permutacdes e ja vimos que este € um nimero
muito grande. Pior ainda, ndo foi descoberto ainda um algoritmo efi-
ciente para este problema (como no caso euleriano, em que o teorema
de Euler nos salvou). E ainda pior, os cientista da computacdo acredi-
tam que ele pertenca uma classe de problemas para a qual ndo had uma
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solucdo "‘elegante®. Vamos falar um pouco sobre isso adiante.
Exercicio : Na figura 4.10 temos um grafo completo, valorado nas
arestas, e desejamos encontrar o ciclo hamiltoniano com menor valor
total(Problema do Caixeiro Viajante). Para isso use os algoritmos gulo-
sos descritos nesta se¢do e constate que o valor obtido é sempre maior
do que o melhor valor (que pode ser encontrado por exame exaustivo).

Figura 4.10:

4.8 Uma palavra sobre complexidade

A analise da complexidade de algoritmos & um assunto bastante técnico
e que foge a intencdo destas notas. Entretanto, as dificuldades enfren-
tadas por quem trabalha com problemas combinat6rios (entre os quais
os da teoria dos grafos) podem ser informalmente compreendidas. Ja
viemos fazendo isso quando falamos de solucdes elegantes, eficiéncia
computacional, enfim, sugerindo qualitativamente que certos proble-
mas tém sido mais resistentes a uma abordagem algoritmica e compu-
tacional do que outros.

Um algoritmo é composto de passos elementares; se a totalidade dos
passos exigidos por qualquer problema que esse algoritmo resolva é
dado por uma fun¢do polinomial do tamanho da entrada do algoritmo,
um aumento de poder computacional pode reduzir significativamente
o tempo utilizado.

Entretanto, se a totalidade dos passos do algoritmo, no pior dos
casos, € uma funcdo exponencial do tamanho da entrada, o0 aumento
do poder computacional tem pouco efeito sobre o tempo de execucéo;
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basta um pequeno incremento na entrada para inutilizar o aumento
computacional.

Dos problemas que j& examinamos, o de pesquisa de menor
distdncia (Dijkstra) & de complexidade polinomial assim como da
determinacdo se um grafo & ou ndo euleriano ( e de sua exibicéo, caso
seja o caso). Para o PCV, entretanto, até hoje ndo foi descoberto um algo-
ritmo polinomial; mais ainda, a maior parte dos pesquisadores acredita
gue isso ndo sera mesmo possivel.

Maior informacéo sobre complexidade computacional pode ser en-
contrada em Garey e Johnson[5].

4.9 Exercicios

1. Uma ponte é uma aresta que, quando retirada, desconecta o grafo.
Dado um grafo G conexo, um Vvértice v serd chamado de vértice

Ponte

Figura 4.11:

separador quando a sua retirada resultar num grafo desconexo.
Prove que um grafo s6 tem uma ponte se tiver um vértice separa-
dor, mas a reciproca ndo é verdadeira. A mesma idéia se estende
ao conceito de conjunto separador.

2. Prove que entre G e G, pelo menos um é conexo.

3. Mostre que A2, o quadrado da matriz de adjacéncia de um grafo,
nos da o namero de caminhos de comprimento 2 entre cada par de
vértices de um grafo. Que nimero aparece na diagonal principal
de A2 ? Qual o significado da matriz A* ? (Teorema de Festinger).
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4. Mostre que se um grafo tem 2.k vértices de grau impar seu con-

junto de arestas pode ser paricionado em k& caminhos disjuntos.

. Para que valores de n, p e ¢ os grafos K,, K,, €

P, sao eulerianos? semi-eulerianos ? hamiltonianos ?
semi-hamiltonianos ?

. Mostre que K; ; € hamiltoniano se e s6 se i = j; e que nesse caso,

existem | £ ciclos hamiltonianos disjuntos. Obs: |z| & o maior
numero inteiro menor ou igual a z; por exemplo |2] =0, [4] =
13e 5] =3.

. Seja o grafo Q; = (X;,U;) no qual X; = {vetores de j coordena-

das, cadaumaiguala0Oou 1} e U; = {(vj, w;)|v; difere de w; por
uma so6 coordenada }. A figura 4.12 mostra Q1, Q2 € Q3.

(1,1,1)

€0 @y
o—©
© ®
(0,0) (]
Q, Q, Qs
Figura 4.12:

(a) Calcule n; = |X;|em; = |Uj|.

(b) Para que valores de j € @; euleriano ? Justifique.

(c) Mostre que @; € bipartido.

(d) Para que valores de j & Q; hamiltoniano ? Justifique.

8. Mostre que se G for euleriano, L(G) sera hamiltoniano, mas a

reciproca ndo é verdadeira.
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9. Mostre que o grafo de Petersen (ver figura 4.13) ndo é hamiltoni-
ano.

Figura 4.13:
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Capitulo 5

Arvores

5.1 DefinigOes e caracterizagdes

Um dos tipos mais freqUentes de grafos sdo as arvores, ja definidos an-
teriormente como grafos conexos sem ciclos. Um grafo cujas compo-
nentes conexas sdo arvores é chamado de floresta.

arvore floresta

Figura 5.1:

Para um dado numero de vértices n, uma arvore é o grafo conexo
com menor namero de arestas. As varias caracterizacdes das arvores
podem ser reunidas no teorema a seguir.

57
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Teorema - Seja T um grafo com n vértices. As seguintes afirmacfes
sdo equivalentes :

e (i) T & uma arvore.

(ii) T ndo contém ciclos e tem n — 1 arestas.

(iii) T é conexo e tem n — 1 arestas.

(iv) T é conexo e toda aresta € uma ponte.

(v) Todo par de vértices de T' é ligado por um unico caminho.

(vi) T nédo contém ciclos, mas a adi¢do de uma aresta produz um
Unico ciclo.

Demonstragéo

(i) — (ii) - Pela definicdo de arvore T' ndo contém ciclos. Portanto
a retirada de uma aresta uv separa v de v e o grafo é separado em um
par de arvores T/ e T” com n’ e n/’ vértices respectivamente tais que
n =n'+n". Por indugdo, o nimero de arestasde 7’ é n’ — 1 e 0 nimero
de arestas de 7" é n”” — 1. Acrescentando a aresta uv concluimos que o
ndmero de arestas de T ¢, portanto, (n’ — 1)+ (n” — 1) +1=n — 1.

(if) — (iii) - Se T fosse desconexo, cada componente seria uma
arvore. Por inducdo, o numero de arestas em cada componente é infe-
rior ao numero de vértices em uma unidade e o nimero total de arestas
seria inferioran — 1.

(iii) — (iv) - A retirada de qualquer aresta separa o grafo, pois n — 2
arestas sdo insuficientes para conectar o grafo.

(iv) — (v) - Se existisse mais de um caminho entre dois vértices, o
grafo teria um ciclo e haveria uma aresta que ndo separaria o grafo.

(v) — (vi) - Se T contivesse um ciclo, haveria um par de vértices
ligado por mais de um caminho. A adi¢do de uma aresta uwv, concate-
nada com o caminho ((nico) entre u e v, produz um ciclo. Se esse ciclo
ndo fosse Unico, a retirada da aresta uv deixaria dois caminhos distintos
entre u e v.

(vi) — (i) - Basta mostrar que 7' & conexo. Se T' fosse desconexo, uma
aresta ligando duas componentes ndo produziria um ciclo.

O
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5.2 Arvores geradoras

O problema de conexado de peso minimo

Uma &rvore geradora de uma componente conexa de um grafo G,
com n Veértices, &€ um subgrafo que & uma arvore com n — 1 arestas, isto
é, toca todos os vértices.

Vimos que um algoritmo “guloso”pode ser facil de implementar,
mas dificilmente dard um bom resultado (dai o nome...). Uma exce¢do
ocorre na solugdo do seguinte problema: ”Dado um grafo G valorado,
qual a arvore geradora de menor valor ?”. Por exemplo, se queremos
realizar a ligagdo de computadores em rede a cuso minimo, que ligacfes
deveremos fazer ?

A resposta serd uma arvor geradora, é claro. Mas qual ?

O grafo da figura 5.2 mostra o custo entre as ligacbes de um grafo
K.

Figura 5.2:

Para resolver o problema, usaremos o algoritmo de Kruskal. Este
algoritmo consiste em tomar a aresta de menor valor; se ela ndo forma
ciclo, a acrescentamos a nossa arvore. Caso contrario, nés a despreza-
mos. Quando tivermos conseguido n — 1 arestas, nossa arvore estara
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pronta.

NoO nosso caso :

c—e=0

a—e =40

Agora ha um empate entre a — c e b — d. Podemos escolher qualquer
uma.

a — ¢ = formaciclo.

b—d= 42

Temos outro empate, agora entre b — c e d — e. Podemos escolher
qgualquer uma. b — ¢ = 44

Ja temos 4 arestas. Nossa arvore esta completa.

Total: 132

Nossa arvore ficara assim (veja figura 5.3) :

a
40

44

Figura 5.3:

Teorema - O algoritmo de Kruskal fornece uma solugdo 6tima para
0 problema da conexdo de peso minimo.

Demonstragéo - O algoritmo, evidentemente, fornece uma arvore
geradora T'. Suponhamos que 7' ndo tenha peso minimo, isto &, existe
uma arvore geradora T’ tal que o peso de 7" € menor do que 0 peso
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de T. Seja e a primeira aresta escolhida para T que ndo pertence a 7.
Se adicionarmos e a T’ obtemos um ciclo que contém uma aresta e,
que ndo estd em T'. Retiramos a aresta e, e temos uma arvore 7”7 com
peso menor que 7. Mas nesse caso, essa aresta ey, teria sido escolhida
pelo algoritmo no lugar de e, 0 que mostra que o algoritmo constroi
efetivamente uma arvore de menor peso. O

Um algoritmo guloso pode ser usado para obter um limite inferior
para o PCV. Como um ciclo € um caminho adicionado de uma aresta,
um limite inferior para o PCV é dado pelo valor da arvore geradora
minima (obtido por um algoritmo guloso) mais o0 menor valor de uma
aresta ndo usada na arvore.

5.3 Exercicios

1. Desenhe todas as arvores com 6 vértices e com 7 vértices.

2. Mostre que um grafo conexo, com n vértices e m arestas, tem, no
minimo, m — n + 1 ciclos distintos.

3. Determine todas as arvores geradoras do grafo da figura 5.4.

a b

Figura 5.4:

4. (a) Mostre que toda arvore é um grafo bipartido.
(b) Que arvores sdo também grafos bipartidos completos ?

5. Como posso adaptar o algoritmo de Kruskal para obter o valor de
uma arvore geradora de valor maximo ?
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. Prove que um grafo conexo é uma arvore se e s6 se tem uma Unica

arvore geradora.

. Prove que uma arvore com A > 1 tem, no minimo A vértices

pendentes.

. Prove que uma arvore em que exatamente 2 vértices ndo sdo

Vértices separadores &€ um caminho.

. O afastamento, de um vértice v & a maior distancia entre v e al-

gum outro vértice do grafo. O menor afastamento entre todos
0s Vértices é chamado raio e denotado por r(G). O didmetro de
um grafo, denotado por diam(G), & a maior distancia entre dois
vértices.

Mostre que 7(G) < diam(G) < 2.r(G).



Capitulo 6

Subconjuntos especiais de
um grafo

6.1 Conjuntos independentes

Javimos, pelo menos, um exemplo de subconjunto notavel de um grafo:
um subgrafo independente, no qual nenhum par de vértices esta ligado.
Um conjunto independente pode desempenhar papel importante em
uma modelagem.

Suponhamos que um grafo represente a incompatibilidade de
horarios entre professores que devem dar prova final; os vértice x e
y estardo ligados se representarem professores que tém alunos em co-
mum para ministrar a prova. Qual o maior nUmero de professores que
pode dar prova ao mesmo tempo ? a resposta é dada pelo subconjunto
independente maximo de vértices do grafo.

O subconjunto assinalado com quadrados negros no grafo da fi-
gura 6.1 mostra um conjunto com estas caracteristicas. O namero de
independéncia, notacdo a(G) € a cardinalidade do subconjunto inde-
pendente maximo de vértices do grafo. No nosso exemplo (figura 6.1)
a(G) =4.

63
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Figura 6.1:

6.2 Coloracéo

Suponha, no exemplo anterior, que quiséssemos saber qual o menor
nimero de horéarios necessarios para ministrar as provas. Para isto,
devemos resolver o problema de particionar o conjunto de vértices do
grafo em subconjuntos independentes; cada conjunto correspondera a
um horario de prova. Uma forma de resolver o problema é atribuir
cores aos veértices de forma que veértices adjacentes tenham necessaria-
mente cores diferentes.O menor nimero de cores que se pode utilizar
seré portanto a solugdo do problema.

Observacado : Nao precisamos efetivamente colorir os vértices. O
gue fazemos é atribuir um nimero ou um simbolo aos vértices

Podemos colorir os vértices com 12 cores (uma para cada vértice)
mas 0 menor namero possivel de cores é 4 (veja a figura 6.1). O me-
nor numero de cores para colorir os vértices de um grafo G é chamado
numero cromatico de G e denotado por x(G). No caso, x(G) = 4.

Teorema- x(G) < A+1

Demonstracdo - Colorimos vértice por vértice. Cada vértice pode
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ser adjacente a, no maximo, A vértices. Podemos sempre encontrar uma
cor com que colorir o vértice da vez. O

A demonstracdo acima fornece um algoritmo para colorir um grafo
com A + 1 cores.

Apresentamos, sem demonstrar, um teorema classico, que reduz um
pouco o limite acima.

Teorema (Brooks, 1941) - Se G & um grafo conexo e ndo é K, e se
A(G) > 3,entdo x(G) < A(G)

Teorema - Um grafo G é bipartido se e s6 se x(G) = 2.

Demonstracdo - Basta fazer corresponder as parti¢des independen-
tes & duas cores. O

6.3 Cliques

Uma clique de G € um subgrafo completo de G. O nUumero de vértices
da clique méxima é o numero de clique de G, denotado por w(G).
Note-se que uma clique de G corresponde a um conjunto independente
em G, isto é w(G) = o(G).

6.4 Acoplamentos

Da mesma forma que selecionamos um conjunto independente de
vértices, podemos considerar um conjunto independente de arestas,
isto é, de arestas ndo incidentes duas a duas. Um conjunto deste tipo é
chamado um acoplamento do grafo G.

Na figura 6.2 o acoplamento em G; € maximal (pois ndo pode ser
aumentado) mas ndo é méaximo. O acoplamento em G, € maximo, mas
ndo toca todos os Vértices; 0s que sdo tocados sdo ditos vértices satura-
dos e os outros vértices ndo saturados. O acoplamento em G5 € maximo
e satura todos os vértices; dizemos entdo que & um acoplamento per-
feito. O nimero de acoplamento de um grafo G, denotado por o'(G),
é a cardinalidade do maior acoplamento de G.
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Figura 6.2

Observacdo: Observe a diferenca entre os conceitos de maximo(o
conjunto de maior cardinal podsivel dentro das condi¢des exigidas)
e maximal(um conjunto que ndo pode ser aumentado sem violar as
condicdes exigidas). A mesma idéia se aplica a conjuntos minimos e
minimais.

Dado um grafo G e um acoplamento M, um caminho M-
aumentante em G é um caminho que liga dois vértices ndo saturados
por M que alternam arestas de M e arestas de G — M.

Teorema (Berge) - Um acoplamento M de um grafo G € maximo se
e s6 se ndo contém um caminho M-aumentante.

Demonstragdo - = Se had um caminho M-aumentante, podemos
obter um acoplamento uma unidade maior adicionando as arestas do
caminho fora de M ao acoplamento e retirando as arestas em M do aco-
plamento. A definicdo de caminho aumentante garante que o resultado
é ainda um acoplamento.

< Se M ndo é maximo entdo existe M’ maximo. Considere D =
MAM’, adiferenca simétrica entre M e M’ (isto &, o conjunto de arestas
de M e M’ que ndo pertencem a M N M'); como sdo acoplamentos, 0s
vértices em D tém grau no maximo 2. Logo, as componentes de D sdo
ciclos pares (alternam arestas de M e M’) ou caminhos. Como |M'| >
| M|, uma das componentes ao menos é um caminho alternando arestas
de |M’'| e |M| comecando e terminando em M’. Esse € um caminho
M -alternante. O
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6.5 Acoplamentos em grafos bipartidos

O acoplamento modela situagbes em que formamos pares; se o grafo G
for bipartido, o acoplamento assume a forma de formacgao de casais, e
é estudado de forma ligeiramente diferente. Seja G um grafo bipartido
com parti¢6es dos vértices X e Y. Dizemos que temos um acoplamento
de X em Y quando um acoplamento de G satura Y (mas ndo necessari-
amente X).

Apresentamos o seguinte teorema, sem demonstracao.

Teorema - Se G € um grafo bipartido com parti¢es de vértices X
e Y. Entdo G tem um acoplamento de X em Y se e sO se |[N(S)| >
|S] VS C X, sendo N(S) avizinhanca aberta de S.

Demonstracédo - Ver em West [6].

As condic¢des deste teorema sdo também conhecidas como Condicdo
de Hall.

Teorema - Se k > 0, qualquer grafo k-regular bipartido admite um
acoplamento perfeito.

Demonstragdo - Comegamos contando as arestas pelas extremida-
des em X e Y, as particOes de vértices; cada aresta tem uma extremi-
dade em X e outraem Y, logo k.|X| = k.|Y| e portanto | X| = |Y|. SO
precisamos entdo provar a condicdo de Hall. Considere S C X, tal que
haja r arestas entre S e N(S). Como G é k-regular, temos que r = k|S|.
Do lado de Y temos r < k.|N(S)|. Logo, k.|S| < k.|N(S)] e, finalmente
S| < IN(S)]. O

6.6 Outros subconjuntos

Outros tipos de subconjuntos e de invariantes tém sido estudados. Ci-
taremos apenas 3.

e Coberturas de vértices - E um subconjunto de vértices tal que toda
aresta é incidente a um vértice do conjunto. O numero de cober-
tura de vértices de um grafo GG, denotado por 3(G), é a cardinali-
dade da maior cobertura de vértices de G.
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Coberturas de arestas - E um subconjunto de arestas tal que todo
Vértice é tocado por uma aresta do conjunto. O numero de cober-
tura de arestas de um grafo G, denotado por 3’(G), € a cardinali-
dade da maior cobertura de arestas de G.

Conjuntos dominantes - E um subconjunto de vértices tal que
todo vértice do grafo esta no conjunto ou é adjacente a um de seus
vértices. O namero de dominéncia de um grafo G, denotado por
~(@G), é a cardinalidade do maior conjunto dominante de G.

Exercicios

. Qual o nimero de independéncia a(Pet) do grafo de Petersen ?
. Qual o nimero de coloracdo x(Pet) do grafo de Petersen ?

. Apresente um acoplamento maximal do grafo de Petersen com

3 arestas. Encontre caminhos aumentantes que fornecam acopla-
mentos de 4 e 5 arestas.

. Proveque & < x(G) <n—a+1

. Mostre que se K & subgrafo de G entdo x(G) > t. E verdade que

se x(G) = t entdo K; é subgrafo de G ?

. O indice cromético do grafo G, denotado por x'(G), € o menor

nimero de cores com que podemos colorir as arestas de maneira
que duas arestas incidentes tenham cores diferentes.
(a) Calcule x/'(K,).
(b) Calcule x’'(Pet), o indice cromatico do grafo de Petersen.
(a) Prove que um conjunto independente maximal & um con-
junto dominante.

(b) Prove que um conjunto dominante minimal pode ndo ser um
conjunto independente.
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8. Mostre que:
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Capitulo 7

Grafos planares

7.1 DefinigOes e resultados simples

Um grafo planar € um grafo que admite uma representacdo grafica em
que as arestas sO se encontrem (possivelmente) nos vértices a que sédo
incidentes. Exemplos classicos de grafos planares sdo dados pelos gra-

fos que representam os poliedros. Na figura 7.1, apresentamos os grafos
dos 5 solidos platénicos: tetraedro, cubo, octaedro, dodecaedro e icosa-

Né e B
AT A

Figura 7.1:

71
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Uma pergunta que pode ser feita é se existe um grafo que NA0 seja
planar. Mostraremos que o grafo K5 ndo é planar. De fato, qualquer
representacdo de K5 devera ter um ciclo de comprimento 5, que divide
o plano em ’interior”e exterior”. S6 conseguimos colocar duas arestas
no interior sem que se cruzem; no exterior, a situacdo é a mesma. Nos
sobra uma aresta.

Quantas arestas pode ter um grafo planar ? Uma representacdo
gréafica de um grafo com pelo menos um ciclo separa o plano em regides
(no caso das arvores, temos uma Unica regido). Essas regides sdo cha-
madas faces; ndo devemos esquecer que uma das faces é tudo que ’so-
bra”do plano - é a face ilimitada. O numero de faces de um grafo sera
designado por f. A figura 7.2 mostra duas representacdes do mesmo
grafo, ilustrando que qualquer face pode ser colocada como face ilimi-
tada.

Figura 7.2:

Para grafos planares, vale a relacdo de Euler para poliedros conve-
X0S.

Teorema (Euler) - Num grafo planar conexo vale f —m +n =2

Demonstracdo - Demonstraremos por inducgdo sobre o nUmero de
arestas. Tomemos um grafo conexo qualquer. Se for uma arvore, temos
f—m+n=1—(n—1)4+n = 2. Se houver um ciclo, retiramos uma aresta
do circulo, e o grafo fica com uma face a menos, mas pela hipétese de
inducdo a relacdo vale para o novo grafo. Temos entdo (f — 1) — (m —
1)+n=2elogo f —m+n=2. O

Observamos que podemos acrescentar arestas a um grafo planar
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sempre que uma porc¢édo do plano estiver limitada por um ciclo de com-
primento maior do que 3. Logo, um grafo maximal planar, um grafo
ao qual ndo poderemos acrescentar arestas sem comprometer a plana-
ridade, tem uma representacdo composta por ciclos de comprimento 3.
Isso nos d& outra relagdo importante.

Teorema- Num grafo planar conexo G vale m < 3.n—6; aigualdade
vale se G @ maximal planar.

Demonstragdo - Se formos contar as arestas de cada face, contare-
mos duas vezes cada aresta do grafo. Como cada face tem no minimo 3
arestas (a igualdade valendo no caso maximal) temos:

3.f<2.m
Substituindo na formla de Euler:
f—-m+n=2
3.f=3m+3n=6
2m—-3m+3n>6

m<3n—06

O
Este teorema nos da outra demonstracdo de que K5 ndo é planar.
De fato, K5 ( e de resto todos os grafos completos com mais do que 4
vértices) ndo obedece a relagdo acima: 10 > 3.5 — 6.
Teorema - Num grafo planar bipartido conexo G vale m < 2.n — 4.
Demonstragdo - Observamos que um grafo bipartido s6 tem ciclos
pares. Cada face tem no minimo 4 arestas.

4.f <2.m
Substituindo na férmla de Euler:
f-m+n=2

4.f —4dm+4n=238
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2m—4m+4n > 8
m<2n—4

([l
Vemos agora que K3 3 ndo é planar, pois 9 > 2.6 — 4. O problema
das casinhas, na introducéo, acaba de ser resolvido.

7.2 Teorema de Kuratowski

A idéia de planaridade é aparentemente topolégica, mas sempre pairou
a questao sobre se haveria uma caracterizacdo combinat6ria dos grafos
planares. A resposta foi dada através de um teorema, que apresenta-
mos, sem demonstracdo, depois de algumas definicdes.

Uma subdivisdo do grafo G é o grafo G’ que obtemos pela inser¢édo
de P, (caminho de comprimento 2) no lugar de uma aresta de G. Um
grafo G’ é dito homeomorfo ao grafo G se G’ puder ser obtido de G por
sucessivas operacgdes de subdivisdo(veja figura 7.3)

Figura 7.3:

Teorema (Kuratowski) - Um grafo é planar se ndo contiver subgrafo
homeomorfo a K5 ou a K3 3. Demonstragéo - Ver em Fournier[7]

Como aplicagdo mostramos na figura 7.4 que o grafo de Petersen
nao é planar.

Observamos que embora tenhamos tratado o exemplo graficamente,
a verificagdo das condi¢des do teorema pode ser feita de forma compu-
tacional (embora possa ser complexa).
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Figura 7.4:

7.3 Dualidade

O Dual GP de um grafo simples planar G é o grafo construido da se-
guinte maneira:

e (i) A cada face de G associamos um vértice em G 7.

e (ii) A cada aresta de G (que separa duas faces) associamos uma
aresta em G'” ligando os vértices correspondentes as faces.

Um bom exemplo sdo os s6lidos platdnicos apresentados na Figura
7.4. O cubo é o dual do octaedro, o icosaedro é o dual do dodecaedro e
o tetraedro é o dual dele mesmo (auto-dual). Esses duais correspondem
aos duais da geometria classica. A figura 7.5 mostra a correspondéncia
entre as faces do cubo e os vértices do octaedro.

Figura 7.5:
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Verifica-se com facilidade que o dual do dual de G é o proprio grafo
G (desde que G tenha conexidade maior ou igual a 3).

A dualidade aparece num dos problemas mais famosos, ndo s6 da
teoria dos grafos, mas da matematica.

7.4 O problema das 4 cores

Em 1852 Frederick Guthrie, aluno de Augustus de Morgan, trouxe a
este um problema proposto por seu irméo Francis Guthrie. Na verdade
tratava-se de uma conjectura, hoje um teorema.

Teorema das 4 cores - Um mapa pode ser colorido com 4 cores.

Colorir um mapa é colorir as regides de maneira que regides
fronteirigas ndo sejam coloridas com a mesma cor. Usando a dualidade
podemos formular o teorema em forma de coloragéo de vértices.

Teorema das 4 cores-2* formulacdo - Num grafo planar x(G) < 4.

O grafo K, mostra que 4 cores sdo necessarias; mas Sserdo
suficientes ? O problema demorou um século para ser resolvido em
1976 por Appel, Haken e Koch, com o auxilio de 1200 horas do compu-
tador mais rapido de sua época, executando mais do que 10'° operagdes
computacionais. Embora a teoria envolvida seja profunda muitos con-
sideram esta ”a mais feia prova da matematica”.

As tentativas anteriores sdo, entretanto, dignas de nota. Kempe uti-
lizou uma técnica (por isso chamada de cadeias de Kempe) e apresen-
tou uma demonstragdo em 1879. Heawood, onze anos depois, percebeu
uma falha sutil na demonstracéo, que a invalidava. Entretanto, utilizou
as cadeias de Kempe para demonstrar um resultado um pouco mais
fraco. Comegaremos por um lema.

Lema - Num grafo planar h4 pelo menos um vértice com grau me-
nor ou igual a 5.

‘Iaemonstragéo- Jasabemosque }_ oy () d(v) = 2.m. Sed(v) > 5 Vv €
entdo:

6.n < Z d(v) =2.m .

veV(G)
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Mas num grafo planar m < 3.n — 6, isto & 2m < 6.n — 12. Ficamos com
6mn<6n-—12 ,

0 que é impossivel. O

Teoremadas 5 cores - Num grafo planar simples G, tem-se x(G) < 5
Demonstragdo - Em todo grafo planar existe um vértice com grau me-
nor ou igual a 5. Podemos decompor o grafo retirando sempre um
vértice de grau menor que 5 e recompé-lo colorindo, vértice a vértice.
Desta forma, podemos sempre supor que estamos colorindo um vértice
v de grau menor ou igual a 5. Se os vértices em N(v) estdo coloridas
com menos do que 5 cores, basta colorir o vértice v. Podemos enté@o
supor que o vértice esta cercado por 5 vértices coloridos cada um com
uma cor do conjunto {a, b, c,d, e}.

Consideremos o subgrafo induzido pelos vértices coloridos com as
cores a e c. Se a componente que contém o vértice de N (v) colorido com
a ndo contiver o vértice colorido com ¢, podemos trocar as cores desta
componente: quem esté colorido com « fica colorido com c e vice versa.
Podemos entdo colorir o vértice v com a cor a.

Se a componente que contém o vértice de N (v) colorido com « for
0 mesmo do vértice colorido com ¢, existe um caminho de vértices que
cerca”o vértice b (veja figura 7.6). Entdo, tomamos a componente do
grafo induzido por vértices coloridos com b e d, que contém o vértice de
N (v) colorido com b. Depois de trocar as cores b e d nesta componente,
podemos colorir o vértice v com a cor b. O

7.5 Exercicios

1. Construa o grafo com sequéncia de graus (4,4, 3, 3, 3, 3):

(a) Que seja planar.
(b) Que ndo seja planar

2. Mostre que um grafo planar com § = 5 tem no minimo 12 vértices.
Dé um exemplo de grafocom d =5en = 12.
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Figura 7.6:

3. Um grafo é auto-dual se G é isomorfo a G.

(a) Mostre que se G é auto-dual entdo 2.n = m + 2.

(b) Um grafo roda (notag¢do W,,) € o grafo obtido pela adi¢éo de
um vértice de graun — 1 a C,,_; (ver figura 7.7).Mostre que
os grafos roda W,, sdo auto-duais.

We
Figura 7.7:

4. Mostre que um grafo planar G é bipartido se e so se G? é euleri-
ano.

5. Mostre que um grafo planar conexo pode ter sua faces coloridas
com 2 cores se e sO se G é euleriano.

6. Mostre que os grafos abaixo (figura 7.8) sdo isomorfos mas seus
duais ndo sao. Esse fato contraria o texto do capitulo ?
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10.

Figura 7.8:

A cintura de um grafo, denotada por ¢(G), & o comprimento do
seu menor ciclo. Mostre que num grafo planar temos:

(n—2).g

<
m < g2

Sugestdo: adapte a demonstracdo dos dois Gltimos teoremas da
sessdo 7.1.

Mostre que é possivel obter um grafo planar a partir do grafo de
Petersen pela retirada de 2 arestas.

Mostre que um grafo ndo planar tem 5 vértices de grau no minimo
4 ou tem 6 vértices de grau no minimo 3.

(a) (Resolvido) Mostre que o grafo ndo planar K 3 pode ser de-
senhado sem cruzamentos num toro . E numa esfera, pode
?
Solucdo: A sequéncia apresentada na figura 7.9 mostra
como podemos “recortar” o toro para transforma-lo num
retdngulo. As setas mostram como podemos passar as ares-
tas pelos cortes.

(b) Mostre como podemos desenhar K5 num toro. O teorema
das 4 cores vale para o toro ?

(c) Mostre como podemos desenhar K7 num toro. Vocé conse-
gue dividir o toro em 7 regifes de maneira que cada uma
faca fronteira com todas as outras 6 ?
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~
N/
D,

Figura 7.9:
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