
Prof. Milton Procópio de Borba 
Original do  

Prof. Luiz Algemiro Cubas Guimarães (MIRO) 

MATEMÁTICA APLICADA (CE 319) 

 TRIGONOMETRIA  
 

 

 

Página 1 de 1 
 

1 Introdução 

Descutir-se qual o significado que se deve dar ao termo Trigonometria; tomando-se como a ciência 
analítica estudada atualmente, tem-se então a origem da Trigonometria no século XVII, após o 
desenvolvimento do simbolismo algébrico. Mas se considerar o significado da geometria acoplada à 
Astronomia, as origens remontarão aos trabalhos de Hiparco, no século II a.C embora existam traços 
anteriores de seu uso.  

Se ao considerar, ainda, para significar literalmente medidas do triângulo a origem será no segundo ou 
terceiro milênio antes de Cristo. 

Estudar a história da trigonometria também permite observar o surgimento e o progresso da Análise e 
da Álgebra, campos da Matemática nela contidos de forma embrionária. A trigonometria, mais que 
qualquer ramo da matemática, desenvolveu-se no mundo antigo a partir de necessidades práticas, 
principalmente ligadas à Astronomia, Agrimensura e Navegação. 

Os primeiros indícios de rudimentos de trigonometria surgiram tanto no Egito quanto na Babilônia, a 
partir do cálculo de razões entre números e entre lados de triângulos semelhantes. 

No Egito, isto pode ser observado no Papiro Ahmes, conhecido como Papiro Rhind[3], que data de 
aproximadamente 1650 a.C., e contém 84 problemas, dos quais quatro fazem menção ao seqt de um 
ângulo. Ahmes não foi claro ao expressar o significado desta palavra mas, pelo contexto, pensa-se 
que o seqt de uma pirâmide regular seja equivalente, hoje, à cotangente do ângulo OMV . 
 
 
 
Exemplo: 
 
Seja OV = 40 e OM = 80, 
então o seqt = 80/40 
 
isto é: seqt = 2 
 
 
 
 
 
 

Na construção das pirâmides era essencial manter uma inclinação constante das faces, o que levou 
os egípcios a introduzirem o conceito de seqt, que representava a razão entre afastamento horizontal 
e elevação vertical. 

Além da utilização da trigonometria nas medições das pirâmides, apareceu no Egito (1500 a.C. 
aproximadamente) a idéia de associar sombras projetadas por uma vara vertical a seqüências 
numéricas, relacionando seus comprimentos com horas do dia (relógios de sol). 

Poderíamos dizer então que essas idéias estavam anunciando a chegada, séculos depois, das 
funções, tangente e cotangente. Os predecessores da tangente e da cotangente, no entanto, 
surgiram de modestas necessidades de medição de alturas e distâncias. 

No mundo Ocidental, o saber dos egípcios foi seguido pelo dos gregos. É reconhecido que, se os 
egípcios foram seus mestres, não tardou para que estes fossem superados pelos discípulos. Na 
Grécia a Matemática teve um grande desenvolvimento, e a civilização grega passou a servir de 
preceptora a todas as outras nações. 

V
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Segundo o historiador Heródoto (490 - 420 a.C.), foram os gregos que deram o nome gnômon ao 
relógio de sol que chegou até eles através dos babilônios, embora já tivesse sido utilizado pelos 
egípcios antes de 1500 a.C.. 

O mais antigo gnômon de que temos conhecimento e que chegou até nossos dias, está no museu de 
Berlim (Eves, 1995). Ele evidencia e reforça a hipótese de que a trigonometria foi uma ferramenta 
essencial para observação dos fenômenos astronômicos pelos povos antigos, uma vez que a 
documentação relativa a esse período é praticamente inexistente. 

O gnômon era uma vareta (GN na figura abaixo) que se espetava no chão, formando com ele um 
ângulo de 90º, e o comprimento de sua sombra (AN) era observado, num horário determinado: meio 
dia. Uma observação dos limites da sombra permitia medir a duração do ano e o movimento lateral 
diário do ponto A permitia medir a duração do dia. 

 

                                          

 

Como o tamanho do gnômon era constante, ou seja, usava-se sempre a mesma vareta, na mesma 
posição, o comprimento de AN ao meio dia variava com o ângulo A. Para nós isto significa uma 
colocação de AN, ou AN/GN como uma função do ângulo A, nos dias de hoje denominada 
cotangente. Porém, não temos nenhum vestígio do nome no período. 

O desenvolvimento da trigonometria está intimamente ligado ao da geometria. Neste campo, a Grécia 
produziu grandes sábios; entre eles Thales (625 - 546 a.C.), com seus estudos de semelhança que 
embasam a trigonometria, e seu discípulo Pitágoras (570 - 495 a.C.). Conjectura-se que este último 
tenha feito a primeira demonstração do teorema que leva seu nome: “Em todo triângulo retângulo a 
área do quadrado construído sobre a hipotenusa é igual à soma das áreas dos quadrados construídos 
sobre os catetos.”  Deste teorema deriva a relação fundamental da trigonometria. 

2 O Triângulo Retângulo e Pitágoras 

Foi visto anteriormente, que um triângulo possui um ângulo reto, isto é, um dos seus ângulos mede 
noventa graus, daí o nome triângulo retângulo. Como a soma das medidas dos ângulos internos de 
um triângulo é igual a 180°, então os outros dois ângulos medirão 90°. 

Observação: Se a soma de dois ângulos mede 90°, estes ângulos são denominados complementares, 
portanto podemos dizer que o triângulo retângulo possui dois ângulos complementares. 
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2.1 Nomenclatura do Triângulo Retângulo 

 

Os lados de um triângulo retângulo recebem nomes especiais. Estes nomes são dados de acordo com 
a posição em relação ao ângulo reto. O lado oposto ao ângulo reto é a hipotenusa. Os lados que 
formam o ângulo reto (adjacentes a ele) são os catetos. 

Para padronizar o estudo da Trigonometria, adota-se as seguintes notações: 

 
Letra Lado Triângulo Vértice = Ângulo Medida 

a Hipotenusa A = Ângulo reto   A =90° 
b Cateto B = Ângulo agudo B <90° 

c Cateto 

 

C = Ângulo agudo C <90° 

 

2.2 Teorema de Pitágoras 

Como já mencionado anteriormente no módulo de Geometria Plana e agora na introdução, Pitágoras, 
um grande matemático grego, discípulo de Thales, formulou um Teorema estabelecendo uma relação 
entre os lados do triângulo retângulo, onde este Teorema passou a se chamar Teorema de 
Pitágoras; e assim estabelecido:  

              

 

 

Ou seja, Esse talvez seja o principal teorema que expressa uma relação métrica para os lados de um 
triângulo retângulo. 

“O quadrado da medida da hipotenusa de um triangulo retângulo é igual à soma dos quadrados 
das medidas dos catetos”. 

Veja que na figura abaixo, há uma série de semelhanças de triângulos. No caso, as mais 
interessantes na demonstração do teorema são: ∆BEA ≈ ∆CAE ≈ ∆ABC. Com isso é possível 
estabelecer algumas relações que: 

 

 

 

                                                                             

 

 

 

a² = b² + c² 

a - m 

 a 

b
      

c

h
=  ⇒  

 a 

b.c
     h =    ( I )  

 

Existe também a relação: 
 

 a 

b
      

b

m-  a
=  ⇒  a.ma     b

22
−=   ( II ) 

 
 

α β 
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E ainda uma terceira relação →  
 b 

h
      

c

m
=  ⇒  

 b 

c.h
     m =   ( III )  

Substituindo ( I ) em  ( III ) ⇒ 
 b 

c.h
     m =  ⇒  

 a 

c
  m

 a 

c

 a 

b.c
  

b

.c 
   m

22

=== ∴  ( IV ) 

 

Substituindo ( IV ) em ( II ) ⇒   
a

c
a.a     b

2
22
−=  ⇒ 

222
ca     b −=   ∴∴∴∴  a² = b² + c² 

Que é o que queríamos demonstrar 

 

Exemplos: 

 

1) Para executar um serviço, o trabalhador apoiou na laje de sua casa a escada de 4,3 m de 
comprimento como mostra o esquema abaixo: 

 

   

 

                                

 

 

A base da escada, apoiada sobre um piso horizontal está afastada 1,8 m da parede. Qual é a 
altura aproximada da construção? 
 

Resolução: 
 
Se a escada tem comprimento de 4,3 m então a hipotenusa é o próprio comprimento da escada: 

 
 

 

 

 

Então se tem um triângulo retângulo onde a hipotenusa é 4,3 m e a altura que deseja-se saber é um 
dos catetos, então: 

4,32 = 1,82 + H2 
⇒ H2 = 4,32  - 1,82  

⇒ H2 = 15,25 ∴∴∴∴H = 3,90 m 

 

2) (UFPel-RS) Em um recente vendaval, um poste de luz de 9 metros de altura quebrou-se em um 
ponto a distância x do solo. A parte do poste acima da fratura inclinou-se e sua extremidade 
superior encostou no solo a uma distância de 3 m da base do mesmo. A que altura x do solo o 
poste quebrou? 

 

1,8 

1,8 

4,3 H =? 
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Resolução: 

 
O triângulo retângulo é constituído, além da altura “x” de incógnita, também da hipotenusa “a” : 

 
 

 

 

 

Porém é sabido que o poste ( x + a ) mede 9,0 m ∴ x + a = 9 → a = 9 – x ( I ) 

Relaciona-se então os lados pelo Teorema de Pitágoras ⇒ a² = 3² + x² ( II ); 

Substituindo ( I ) em ( II ) ⇒ ( 9 – x )² = 9 + x² → 9² - 18 x + x² = 9 + x² → 81 - 18 x = 9 ⇒ x = 4,0 m 

3 Razões Trigonométricas e Círculo Trigonemétrico 

3.1 Razões Trigonométricas 

Tendo como base o triângulo retângulo da página 3 que relaciona a semelhança entre triângulos 
(∆BEA ≈ ∆CAE ≈ ∆ABC) para demonstrar o Teorema de Pitágoras, podemos definir algumas relações 

que envolvem os ângulos ( α ) e ( β ) do triângulo retângulo. São elas o seno, o co-seno e a 
tangente. Definimos essas linhas trigonométricas da seguinte forma: 
                                  
 

 

 

Tem-se então o quadro a seguir: 

  

3,0 

a x =? 

 
 à adjacente cat.

 à oposto cat.
     tan    

hipotenusa

 à adjacente cat.
     cos     

hipotenusa

 à oposto cat.
     sen

α

ααα
ααα ===
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Percebe-se que para quaisquer α e β ⇒ sen α = cos β e sen β = cos α assim, fica aqui então 
estabelecida uma das relações mais importantes da Trigonometria: 
 

                                                                 )αα -90( cos      sen °=  

“O seno de um ângulo é igual ao cosseno do seu complementar” 

Existem outras razões trigonométricas chamadas de cosecante (cosec), secante (sec) e cotangente 
(cotan) que nada mais são do que os inversos dos anteriores respectivamente. 

Será percebido no próximo item, que para cada ângulo corresponde um valor de uma razão 
trigonométrica pré-estabelecida e tabelada, no caso, atualmente (não tão atualmente mais) nas 
calculadoras científicas já constam tais valores embutidos. 

Mas como isto? Com o assunto do círculo trigonométrico ficará claro o entendimento. 

3.2 Círculo Trigonométrico 

Considere uma circunferência de raio unitário com centro na origem de um sistema cartesiano 
ortogonal e o ponto A=(1,0). O ponto A será tomado como a origem dos arcos orientados nesta 
circunferência e o sentido positivo considerado será o anti-horário. A região contendo esta 
circunferência, e todos os seus pontos interiores, é denominada círculo trigonométrico. 

                                                            

Os eixos OX e OY decompõem o círculo trigonométrico em quatro quadrantes que são enumerados 
como segue: 

II° quadrante 
abscissa: negativa 
ordenada: positiva 
90º<ângulo<180º 

I° quadrante 
abscissa: positiva 
ordenada: positiva 

0º<ângulo<90º 

III° quadrante 
abscissa: negativa 
ordenada: negativa 
180º<ângulo<270º  

IV° quadrante 
abscissa: positiva 

ordenada: negativa 
270º<ângulo<360º 

Os quadrantes são usados para localizar pontos e a caracterização de ângulos trigonométricos. Por 
convenção, os pontos situados sobre os eixos não pertencem a qualquer um dos quadrantes. 

As razões trigonométricas são estipuladas (ou encontradas) pelo círculo trigonométrico a saber: 

• Seno  

No plano cartesiano, consideremos uma circunferência trigonométrica, de centro em (0,0) e raio 
unitário. Seja M=(x',y') um ponto desta circunferência, localizado no primeiro quadrante, este ponto 
determina um arco AM que corresponde ao ângulo central a. A projeção ortogonal do ponto M sobre o 
eixo OX determina um ponto C=(x',0) e a projeção ortogonal do ponto M sobre o eixo OY determina 
outro ponto B=(0,y'). 
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A medida do segmento OB coincide com a ordenada y' do ponto M e é definida como o seno do arco 
AM que corresponde ao ângulo a, denotado por sen(AM) ou sen(a). 

                                                                   

Como tem-se várias determinações para o mesmo ângulo, escreve-se ⇒  

                                                           sen(AM) = sen(a) = sen(a+2k ) = y’  

Na verdade, o seno representa a medida de projeção do eixo y do ângulo a no círculo trigonométrico 
de raio unitário, ou mesmo, pela relação anteriormente passada, agora para o triângulo 0x’M ⇒ 

'y  sen    1  0M  e   y' M x'Porém,   
0M

Mx'
      sen =∴=== aa , onde os valores variam de 0 a 1 para os 

ângulos do I° e II° Quadrantes; e variam de 0 a -1 para ângulos do III° e IV° Quadrantes. 

• Cosseno  

O cosseno do arco AM correspondente ao ângulo a, denotado por cos(AM) ou cos(a), é a medida do 
segmento 0C, que coincide com a abscissa x' do ponto M. 

                                                                    

Como antes, existem várias determinações para este ângulo, razão pela qual, escreve-se ⇒ 

cos(AM) = cos(a) = cos(a+2k ) = x’ 

Na verdade, o co-seno representa a medida de projeção do eixo x do ângulo a no círculo 
trigonométrico de raio unitário, ou mesmo, pela relação anteriormente passada, agora para o triângulo 
0x’M ⇒ 

'x  cos    1  0M  e   x' 0x' Porém,   
0M

0x'
      cos =∴=== aa , onde os valores variam de 0 a 1 para os 

ângulos do I° e IV° Quadrantes; e variam de 0 a -1 para ângulos do II° e III° Quadrantes. 

0

0
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• Tangente  

Seja a reta t tangente à circunferência trigonométrica no ponto A =(1,0). Tal reta é perpendicular ao 
eixo OX. A reta que passa pelo ponto M e pelo centro da circunferência intersecta a reta tangente t no 
ponto T=(1,t'). A ordenada deste ponto T, é definida como a tangente do arco AM correspondente ao 
ângulo a. 

                                                                    

Assim a tangente do ângulo a é dada pelas suas várias determinações⇒ 

tan(AM) = tan(a) = tan(a+k ) = AT = medida do segmento AT, onde os valores variam de 0 a + ∞∞∞∞ 
para os ângulos do I° e III° Quadrantes; e variam de 0 a -∞∞∞∞ para ângulos do II° e IV° Quadrantes. 

Deve-se ressaltar aqui uma importante relação trigonométrica, se para o mesmo triângulo que se 
tiraram as razões trigonométricas fazer-se as seguintes considerações: 

a sen c   
a

c
      sen .αα =⇒=   e  a cos b   

a

b
      cos .αα =⇒=  , e se 

a cos

a sen
     tan   

b

c
      tan

.

.

α

α
αα =⇒=   

∴∴∴∴
α

α

 

 
    α
cos

sen
 tan =  ⇒⇒⇒⇒ tangente em função do seno e co-seno. 

Mais uma relação que se pode observar é que, ao se observar o círculo trigonométrico novamente, e 
notar-se que Ox’M é um triângulo retângulo onde os lados Ox’ = x’ = cos a  e  x’M = y’ = sen a  são os 
catetos, e ainda, OM = 1 é a própria hipotenusa, então pela relação Pitagórica, pode-se afirmar que: 

sen²αααα +  cos²αααα = 1 

A título de informação e ilustração, passa-se a seguir como era feito antes do aparecimento das 
calculadoras científicas; ou seja, eram utilizadas tabelas de senos e co-senos; hoje em dia (e já há algum 
tempo) estes valores já constam embutidos nas calculadoras. 

Ao final deste Módulo vão-se repassar as Tabelas Trigonométricas, onde são relacionados os valores de 
seno, co-seno e tangente para os ângulos 0° a 90°.  

Existem alguns ângulos notáveis e é necessário que se conheça o seno, o cosseno e a tangente 
desses arcos. Veja a tabela abaixo: 

  

 

Exemplos: 

0 A

T
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1) Calcular o sen, cos e tg dos ângulos agudos (B e C) do triângulo retângulo abaixo: 

 

Resolução: 

 

 

 

 

 

 

 

Pode-se ainda, e o que é o mais usual, descobrir-se ângulos de um triângulo retângulo em função dos 
lados. 

Então no caso, com o auxílio das Tabelas Trigonométricas, das páginas 13 a 18, com as razões 
trigonométricas pode encontrar-se, também, o valor dos ângulos agudos dos triângulos retângulos. 

Neste caso ⇒  para o ângulo C, por exemplo pega-se o seno = 0,447 → pág. 13 (podia ser pego o 

cosseno ou mesmo a tangente que remeteria ao mesmo ângulo) → ≅
^

C 26° 30’ 

⇒  para o ângulo B, por exemplo pega-se o seno = 0,894 → pág. 14 (podia ser pego o 

cosseno ou mesmo a tangente que remeteria ao mesmo ângulo) → ≅
^

B 63° 30’ 

É facilmente percebido que os dois ângulos são complementares, como não poderia deixar de ser. 

2) A figura representa o perfil de uma escada cujos degraus têm todos a mesma extensão, além da 
mesma altura. Se AB = 2 m e BCA mede 30º, então a medida da extensão de cada degrau é: 

 

                           

  

0,447Cen0,447
5

1

HIP

C.O
Cen =∴===       s s

0,894C0,894
5

2

HIP

C.A
Ccos =∴===       cos 

0,500C0,500
2

1

C.A

C.O
Ctan =∴===                 tan 

0,894Ben0,894
5

2

HIP

C.O
Ben =∴===       s s

0,447B0,447
5

1

HIP

C.A
B =∴===       cos cos

2,000B2,000
1

2

C.A

C.O
Btan =∴===                  tan 

Resolução: 
 
Tem-se o ângulo C = 30° e o lado AB = 2,0 m, ou seja, AB é    
o cateto oposto ao ângulo C. 
 
∴a extensão de cada degrau será a medida AC dividida por 6, 
que é justamente a quantidade de degraus. 
 
∴ o que se quer saber então é a hipotenusa; se o que se tem é 
o ângulo, cateto oposto e a hipotenusa, logo a razão que 
relaciona isto tudo é: 

  
AC

2
     0 cos =°3 , pela tabela da pág. 8 →   cos 30° =     23  

6

3
 será degrau cada   3232xAC  ∴==∴  
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4 Lei dos Cossenos e Lei dos Senos 

Até o momento, foram vistas razões e relações (e ainda o Teorema de Pitágoras) todas relacionadas à 
resolução do Triângulo retângulo. 

Como fora visto anteriormente, o Triângulo Retângulo é um dos casos de Triângulo, pois o que na 
verdade é condição necessária para a formação desta figura geométrica são três ângulos internos 
(somando 180°) e três lados. 

A Lei dos Cossenos e Lei dos Senos são dois processos de resolução de Triângulos quaisquer, com 
suas particularidades é claro. 

• Lei dos Cossenos 

Então para um triângulo qualquer de ângulos αααα, ββββ e γγγγ e lados opostos, a, b e c aos respectivos ângulos 
tem-se a seguinte condição: 

   

Dedução da Lei dos Cossenos ⇒ por exemplo para o ângulo γ →  

  

Passa-se então a ter dois triângulos retângulos, onde primeiramente → 

 γγ a.cosx
a

x
cos =∴= ( I )  e  a² = H² + x²  ∴ H² = a² - x²  ( II ) 

Do triângulo da direita tem-se → c² = H² + (b – x)² = H² + b² - 2bx +x² ( III ) 

Substituindo ( I ) e ( II ) em ( III ) ⇒ c² = a² - x² + b² - 2 b a cos γ  + x² ∴ 

c² = a² + b² - 2 a b cos γγγγ 

Pode-se reparar que a Lei dos Cossenos recai no Teorema de Pitágoras quando o lado e o ângulo 
analisados, forem respectivamente a hipotenusa e o ângulo reto; pois então: 

γ = 90° → cos 90° = 0 ∴ - 2 a b cos γγγγ = 0 

• Lei dos Senos 

Então para um triângulo qualquer de ângulos αααα, ββββ e γγγγ e lados opostos, a, b e c aos respectivos ângulos 
tem-se a seguinte condição: 

   

  a² = b² + c² - 2 b c cos αααα 
 
  b² = a² + c² - 2 a c cos ββββ 
 
  c² = b² + a² - 2 b a cos γγγγ 
 

 

  � ����� ���������� ���� �	 

==
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Exemplos: 

1) Um navio navega para Leste quando uma luz é observada no rumo N 62º10'L. Depois que o navio 
percorre 2250m, a luz está no rumo N48º25'L. Se o curso do navio for mantido qual será a maior 
aproximação que o navio terá da luz? 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Resolução: 

Deseja-se saber a distância DC; só que diretamente não se tem condições. Resolve-se o triângulo 
ABD qualquer, mais propriamente dito a medida BD (através da Lei dos Senos, pois somente é 
fornecido dói ângulos e um lado), para então obter-se DC, uma vez que BCD é um triângulo retângulo. 

⇒ Para o Triângulo ABD: 

45'13180  logo 25'13825'489050'2710'6290 BADBeA °−°°=°+°°=°−° =+=== )
^^^^^

 (         

Pela Lei dos Senos ⇒  ������ �����	����� ������������ ������
=⇒= BD   , pelas Tabelas das Págs 13 a 18 → 

m 4420BD ≅==⇒= ������ ��������	

����� ���������� ������� �����
    

⇒ Para o Triângulo BCD: 

25'4890180  logo 35'4125'4890 BDB °°−°°=°−° =+== )
^^^

 (     

Se o que existe é a hipotenusa (BD) e os ângulos e resta calcular o cateto maior (DC), então 
analisa-se este cateto e chega-se a conclusão de ser ele o cateto adjacente do ângulo D e cateto 
oposto do ângulo B; logo, é indiferente a razão trigonométrica que irá se tomar (seno ou cosseno 
do respectivo ângulo)⇒ 

Como exemplo aplica-se o ângulo B 

→ �����������������	
�
����
�������	
��� � ≅==⇒= DC    
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∴∴∴∴ BD ≅≅≅≅ 2920 m 

2) Dado o triângulo ABC e sabendo que o lado a mede 16 , o lado b mede 10 e o ângulo formado por 
estes lados é 60o, quais são os valores dos outros elementos ( lado c , e ângulos A e B ) do 
triângulo. 

 

 

 

 

 

Resolução: 

Como não se tem o lado oposto ao ângulo conhecido e tão pouco os outros ângulos correspondentes 
aos lados conhecidos, resta tão somente a utilização da Lei dos Cossenos. 

⇒ Por convenção própria utilizarei letras minúsculas correspondentes aos ângulos opostos. 

∴ c² = 16² + 10² - 2x 10x 16 x cos60° = 256 + 100 – 2 x (160 x 0,5) = 356 – 160 = 276 ∴ c =14 

Agora que já se conhece os três lados deste triângulo, pode-se calcular os outros ângulos. E, usando 
novamente a lei dos cossenos tem-se: 

 

Ângulo A 

∴ 16² = 10² + 14² - 2x 10x 14 x cosA ⇒ 256 = 100 + 196 – 280 cos A → 280 cos A = 256 – 296 = - 40  

⇒ cos A =  -40 / -280 = 0,1429  →  Ângulo A = 81° 50’ 
 
 
Ângulo B 

∴ 10² = 16² + 14² - 2x 16x 14 x cosB ⇒ 100 = 256 + 196 – 448 cos A →  

     -448 cos A = 100 – 452 = - 352 ⇒ cos A =  -352 / -448 = 0,7857  →  Ângulo A = 8° 10’ 
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