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CAPÍTULO 7CAPÍTULO 7

ESTIMATIVA DE ESTIMATIVA DE 
PARÂMETROSPARÂMETROS
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IntroduçãoIntrodução

Uma variável aleatória é caracterizada ou descrita pela sua Uma variável aleatória é caracterizada ou descrita pela sua 
distribuição de probabilidade. distribuição de probabilidade. 

Em aplicações industriais, as distribuições de Em aplicações industriais, as distribuições de 
probabilidade são usadas para modelar tempos de probabilidade são usadas para modelar tempos de 
processo ou características de qualidade tais como processo ou características de qualidade tais como 
dimensionais críticos ou percentuais de não conformes.  dimensionais críticos ou percentuais de não conformes.  

A distribuição de probabilidade, por sua vez, é descrita A distribuição de probabilidade, por sua vez, é descrita 
pelos seus parâmetros populacionais.  Por exemplo, a pelos seus parâmetros populacionais.  Por exemplo, a 
média média µµ e o desvioe o desvio--padrão  padrão  σσ são os parâmetros são os parâmetros 
populacionais da distribuição Normal, enquantopopulacionais da distribuição Normal, enquantoλλ é o é o 
parâmetro da distribuição de Poisson.parâmetro da distribuição de Poisson.
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IntroduçãoIntrodução
Assim, existe interesse em conhecer os parâmetros da Assim, existe interesse em conhecer os parâmetros da 
distribuição e é preciso desenvolver procedimentos para distribuição e é preciso desenvolver procedimentos para 
estimar esses valores.  estimar esses valores.  

As estimativas dos parâmetros da distribuição serão feitas a As estimativas dos parâmetros da distribuição serão feitas a 
partir dos resultados (dados) de uma variável aleatória de partir dos resultados (dados) de uma variável aleatória de 
uma amostra coletada. As estimativas podem ser pontuais, ou uma amostra coletada. As estimativas podem ser pontuais, ou 
podem ser feitas através de um intervalo de confiança.podem ser feitas através de um intervalo de confiança.
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IntroduçãoIntrodução
Assim, existe interesse em conhecer os parâmetros Assim, existe interesse em conhecer os parâmetros 
populacionais da distribuição de probabilidade. populacionais da distribuição de probabilidade. 

Como geralmente os parâmetros populacionais da Como geralmente os parâmetros populacionais da 
distribuição de probabilidade não são conhecidos, é preciso distribuição de probabilidade não são conhecidos, é preciso 
desenvolver procedimentos para estimar esses parâmetros.  desenvolver procedimentos para estimar esses parâmetros.  

As estimativas dos parâmetros populacionais da As estimativas dos parâmetros populacionais da 
distribuição são realizadas a partir dos resultados (dados) distribuição são realizadas a partir dos resultados (dados) 
de uma variável aleatória de uma amostra representativa de uma variável aleatória de uma amostra representativa 
extraída dessa população.  extraída dessa população.  
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IntroduçãoIntrodução

Esse procedimento é chamado de estatística inferencial, pois Esse procedimento é chamado de estatística inferencial, pois 
estimaestima--se um parâmetro populacional desconhecido da se um parâmetro populacional desconhecido da 
distribuição de probabilidade através de uma amostra distribuição de probabilidade através de uma amostra 
representativa extraída dessa população. representativa extraída dessa população. 

A estatística inferencial compreende a estimação de A estatística inferencial compreende a estimação de 
parâmetros populacionais e testes de hipótese a respeito da parâmetros populacionais e testes de hipótese a respeito da 
população. população. 

Na verdade, a estatística inferencial forma a base das Na verdade, a estatística inferencial forma a base das 
atividades de controle da qualidade e também pode auxiliar na atividades de controle da qualidade e também pode auxiliar na 
tomada de decisão e em muitas outras situações.tomada de decisão e em muitas outras situações.
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7.1. Estimativas Pontuais7.1. Estimativas Pontuais

A estimação de parâmetros populacionais pode ser por A estimação de parâmetros populacionais pode ser por 
ponto (pontual) ou por intervalo de confiança. ponto (pontual) ou por intervalo de confiança. 

A estimativa pontual é um valor obtido a partir dos A estimativa pontual é um valor obtido a partir dos 
resultados (dados) de uma variável aleatória de uma resultados (dados) de uma variável aleatória de uma 
amostra representativa extraída da população.amostra representativa extraída da população.

Seja a variável aleatória Seja a variável aleatória XX,  com distribuição de ,  com distribuição de 
probabilidade  probabilidade  f(X), f(X), e seja que o valor dos parâmetros e seja que o valor dos parâmetros 
populacionais da média  populacionais da média  µµ e da variância  e da variância  σσ22 são são 
desconhecidos.  desconhecidos.  
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7.1. Estimativas Pontuais7.1. Estimativas Pontuais
Se uma amostra representativa da variável aleatória  Se uma amostra representativa da variável aleatória  XX é é 
extraída da população, a média          e a variância  extraída da população, a média          e a variância  SS22 dessa dessa 
amostra podem ser usadas como estimadores pontuais dos amostra podem ser usadas como estimadores pontuais dos 
parâmetros populacionais  parâmetros populacionais  µµ e e σσ22..

Por exemplo, pode haver interesse em estimar a média e a 
variância da produtividade. 
Se uma amostra de 15 unidades indica 

então esses valores são tomados como estimativas pontuais então esses valores são tomados como estimativas pontuais 
dos parâmetros populacionais  dos parâmetros populacionais  µµ e  e  σσ22..

X S= =5 026 0 00122, ,cm e cm2

X
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Há várias propriedades que fazem um estimador ser um 
bom estimador. Dentre elas citamos:

1. Um estimador deve ser não tendencioso, isto é, ele não 
deve subestimar ou superestimar sistematicamente o valor 
do parâmetro que está sendo estimado.

2. Ele deve apresentar variância mínima, isto é, sua 
variabilidade deve ser menor que a variabilidade de 
qualquer outro estimador que possa ser concebido.
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Distribuição AmostralDistribuição Amostral

ParParââmetros  e Estatmetros  e Estatíísticas:sticas:

••ParParââmetros:metros: SSãão medidas estato medidas estatíísticas obtidas atravsticas obtidas atravéés do s do 
censo para descrever uma caractercenso para descrever uma caracteríística da populastica da populaçãção.o.

••EstatEstatíística:stica: SSãão medidas caractero medidas caracteríísticas obtidas atravsticas obtidas atravéés de s de 
uma amostra.uma amostra.

Medida Parâmetro Estatística 
Média µ x  

Desvio padrão σ s 

Variância σ2 s2  
Proporção P p 
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Distribuição Amostral da MédiaDistribuição Amostral da Média
Uma distribuiUma distribuiçãção amostral das mo amostral das méédias indica a probabilidade dias indica a probabilidade 
de ocorrde ocorrêência de uma mncia de uma méédia amostral.dia amostral.
•• As As mméédias amostraisdias amostrais tendem a agrupartendem a agrupar--se em torno da se em torno da 
mméédia populacionaldia populacional..

Distribuição amostral de X - População Normal
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Distribuição Amostral da MédiaDistribuição Amostral da Média
A mA méédia das dia das mméédias amostraisdias amostrais éé igual a verdadeira migual a verdadeira méédia dia 
populacional.populacional.

•• E o desvio padrE o desvio padrãão da o da distribuidistribuiçãção amostral das mo amostral das méédiasdias serseráá
dado por:dado por:

Teorema do limite central:Teorema do limite central:
•• Se a populaSe a populaçãção sob amostragem tem distribuio sob amostragem tem distribuiçãção normal, a o normal, a 
distribuidistribuiçãção das mo das méédias amostrais tambdias amostrais tambéém serm seráá normal.normal.
•• Mesmo que a populaMesmo que a populaçãção no nãão seja considerada uma o seja considerada uma 
distribuidistribuiçãção normal, a distribuio normal, a distribuiçãção das mo das méédias amostrais serdias amostrais seráá
aproximadamente normal para grandes amostras.aproximadamente normal para grandes amostras.

E X[ ] = µ

x nσ
σ

=
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Distribuição Amostral da MédiaDistribuição Amostral da Média

x N n≅ ( , / )µ σ

Exemplo:Exemplo:
Certas vCertas váálvulas produzidas por uma empresa tlvulas produzidas por uma empresa têêm vida mm vida méédia dia 
de 900h e desviode 900h e desvio--padrpadrãão de 80h. A empresa envia 1000 lotes de o de 80h. A empresa envia 1000 lotes de 
100 v100 váálvulas cada um. Em quantos lotes podelvulas cada um. Em quantos lotes pode--se esperar que a se esperar que a 
vida mvida méédia exceda a 910h?dia exceda a 910h?

Logo; Logo; Z x

n
=

− µ
σ
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Distribuição Amostral da MédiaDistribuição Amostral da Média

DistribuiDistribuiçãção Amostral da mo Amostral da méédia quando  dia quando  éé desconhecido:desconhecido:
•• Quando Quando desconhecemos o desviodesconhecemos o desvio--padrpadrããoo populacionalpopulacional

utilizamos como estimativa o valor de s. Desta forma, o desvioutilizamos como estimativa o valor de s. Desta forma, o desvio--
padrpadrãão das mo das méédias (ou erro padrdias (ou erro padrãão) sero) seráá dado por:dado por:

,   onde     s = ,   onde     s = 

•• Para grandes amostras, podemos admitir que a variaPara grandes amostras, podemos admitir que a variaçãção dos o dos 
valores observados na amostra seje semelhante a variavalores observados na amostra seje semelhante a variaçãção da o da 
populapopulaçãção. Poro. Poréém, para pequenas amostras isso pode nm, para pequenas amostras isso pode nãão ser o ser 
verdadeiro. Neste caso, a distribuiverdadeiro. Neste caso, a distribuiçãção adequada o adequada éé a a 
distribuidistribuiçãção  to  t--student.student.

σx

s
n

=
2

1

1

( )i
n

x x
i

n

−∑
=

−



14PROBABILIDADE  & ESTATÍSTICA

M
A

T 
02

21
9

7-
Es

tim
at

iv
a 

de
 P

ar
âm

et
ro

s

Assim, utilizamos a estatAssim, utilizamos a estatíística:stica: ;;

com (ncom (n--1) graus de liberdade.1) graus de liberdade.

•• Esta distribuiEsta distribuiçãção o éé muito parecida com a distribuimuito parecida com a distribuiçãção o 
normal, sendo simnormal, sendo siméétrica em torno da mtrica em torno da méédia zero, pordia zero, poréém tem m tem 
maior dispersmaior dispersãão comparado com a  normal.o comparado com a  normal.

•• A forma da distribuiA forma da distribuiçãção  to  t--student depende do tamanho da student depende do tamanho da 
amostra. Quanto menor o tamanho da amostra, menor seramostra. Quanto menor o tamanho da amostra, menor serãão o 
os graus de liberdade e mais dispersa  ( "achatada") seros graus de liberdade e mais dispersa  ( "achatada") seráá a a 
curva.

s t student≈ −
( )x

n

− µ

curva.
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7.2. Estimativas através de Intervalos 7.2. Estimativas através de Intervalos 
de Confiançade Confiança
A estimação de parâmetros populacionais por intervalo de 
confiança consiste em gerar um intervalo, centrado na 
estimativa pontual, no qual se admite que esteja o parâmetro 
populacional.  

A estimativa pontual é calculada a partir de uma amostra 
extraída da população.  No entanto, pode-se extrair várias 
amostras de uma população. 

Por exemplo,  para estimar a média populacional µ pode-se 
retirar várias amostras diferentes que podem gerar várias 
estimativas pontuais  diferentes.  
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Se a amostra for representativa da população, ela tende a 
gerar valor próximo do parâmetro populacional, mas não 
igual. 
Como a estimativa é baseada em uma única amostra, o quão 
próximo o valor encontrado nessa amostra está do verdadeiro 
parâmetro populacional?? Não há como saber se a amostra 
coletada foi extraída da cauda superior ou inferior da 
distribuição.  

µ x

µ=?

x

x

k

População
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Logo, para se ter confiança de estimar o verdadeiro parâmetro 
populacional, gera-se um intervalo de possíveis valores para o 
parâmetro populacional, a partir do valor encontrado da 
amostra. 
Quanto maior a amplitude do intervalo, maior a confiança 
(probabilidade) de estimar corretamente o verdadeiro 
parâmetro populacional.

x - z σx x + z σxx

Intervalo
de confiança

αα/2/2 αα/2/2
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Conforme a amplitude do intervalo, existe uma 
probabilidade (1-α) de que o parâmetro populacional esteja 
contido no intervalo.  

Essa probabilidade (1-α) é chamada nível de confiança, 
sendo α a probabilidade do erro, ou seja, a probabilidade 
do intervalo não conter o verdadeiro parâmetro 
populacional.  

Um intervalo de confiança de  100(1-α)% é estabelecido a 
partir de dois limites, tais que a probabilidade do 
verdadeiro valor do parâmetro estar incluído dentro do 
intervalo é   100(1-α)%.



20PROBABILIDADE  & ESTATÍSTICA

M
A

T 
02

21
9

7-
Es

tim
at

iv
a 

de
 P

ar
âm

et
ro

s
Por exemplo, para construir um intervalo de confiança de 
95% para a média, nós precisamos achar os limites  L e  U
tais que:

A interpretação do intervalo de confiança é a seguinte: A interpretação do intervalo de confiança é a seguinte: 

se um grande número desses intervalos fosse construído, a se um grande número desses intervalos fosse construído, a 
partir de diversas amostras aleatórias, então partir de diversas amostras aleatórias, então 95% 95% desses desses 
intervalos iria incluir o verdadeiro valor da média intervalos iria incluir o verdadeiro valor da média 
populacional  populacional  µµ ,, ou seja,  5%  dos intervalos de confiança ou seja,  5%  dos intervalos de confiança 
estimados baseados nas médias amostrais não conteria o estimados baseados nas médias amostrais não conteria o 
verdadeiro parâmetro populacionalverdadeiro parâmetro populacional µµ.

{ } %95=≤≤ ULP µ

.
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O intervalo de confiança apresentado acima é um intervalo O intervalo de confiança apresentado acima é um intervalo 
bilateral.  Também pode haver interesse em construir bilateral.  Também pode haver interesse em construir 
intervalos unilaterais.  intervalos unilaterais.  
O limite inferior para um intervalo unilateral de O limite inferior para um intervalo unilateral de 100(1100(1--αα)%)% é é 
definido calculandodefinido calculando--se o valor de  se o valor de  LL tal que:tal que:

O limite superior para um intervalo unilateral de 100(1-α)% é 
definido calculando-se o valor tal que:

α−=≤µ 1}{ UP

αµ −=≤ 1}{LP
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7.3   Intervalo de confiança para a 7.3   Intervalo de confiança para a 
média, variância conhecidamédia, variância conhecida
Seja X uma variável aleatória qualquer que siga a distribuição Seja X uma variável aleatória qualquer que siga a distribuição 
Normal X Normal X →→ N(N(µµ, , σσ) e seja  ) e seja  xx11, ..., , ..., xxnn uma amostra aleatória uma amostra aleatória 
desse processo.  desse processo.  

A partir do teorema do limite central, sabeA partir do teorema do limite central, sabe--se que a se que a 
distribuição da média segue a distribuição Normal               distribuição da média segue a distribuição Normal               

.  .  

Mais ainda, para  Mais ainda, para  nn suficientemente grande este resultado é suficientemente grande este resultado é 
válido mesmo que a distribuição de origem não seja Normalválido mesmo que a distribuição de origem não seja Normal

Seja que uma variável aleatória  Seja que uma variável aleatória  XX tenha média desconhecida e tenha média desconhecida e 
variância conhecida.  E seja que amostras dessa população variância conhecida.  E seja que amostras dessa população 
apresentem média igual a     .apresentem média igual a     .

)/,( nNX σµ→

X
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µ

x1-1,96σx x1+1,96σxx1

x2

x3

Distribuição amostral de x

Amostra 1

Amostra 2

Amostra 3
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Para obterPara obter--se um intervalo de confiança de 95%  (1se um intervalo de confiança de 95%  (1--αα = 0,95, = 0,95, 
αα = 0,05), ou seja, 95% dos intervalos, construídos a partir das = 0,05), ou seja, 95% dos intervalos, construídos a partir das 
amostras coletadas, contenham o verdadeiro parâmetro amostras coletadas, contenham o verdadeiro parâmetro 
populacional, é preciso gerar um intervalo cuja amplitude populacional, é preciso gerar um intervalo cuja amplitude 
contenha 95% das possíveis amostras coletadas.  contenha 95% das possíveis amostras coletadas.  
Ou seja, um intervalo proporcional a Ou seja, um intervalo proporcional a ±± , onde , onde 

neste caso é            =1,96. neste caso é            =1,96. 
n

Z σ
α 2/

2/αZ 025,0Z

µ
-1,96 +1,96

α/2 α/2
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7.3   Intervalo de confiança para a 7.3   Intervalo de confiança para a 
média, variância conhecidamédia, variância conhecida
Então o intervalo bilateral de confiança de 100(1-α)% para µ :

ObservaObserva--se que, para se que, para nn suficiente grande, as médias seguem a suficiente grande, as médias seguem a 
distribuição Normal  independentemente da distribuição distribuição Normal  independentemente da distribuição 
original de  original de  XX.  .  
ConsequentementeConsequentemente a equação anterior é o intervalo de a equação anterior é o intervalo de 
confiança para a média de observações que apresentam uma confiança para a média de observações que apresentam uma 
distribuição de origem qualquer.

n
ZX

n
ZX σ

+≤µ≤
σ

− αα 2/2/

distribuição de origem qualquer.
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Exemplo 7.1:Exemplo 7.1: A variabilidade do tempo de atendimento em um A variabilidade do tempo de atendimento em um 
caixa bancário é conhecida  caixa bancário é conhecida  σσ = 0,10 min.  Uma amostragem = 0,10 min.  Uma amostragem 
com 20 pessoas indicou tempo médio de atendimento               com 20 pessoas indicou tempo médio de atendimento               
Construa um intervalo de confiança de 95% para o tempo Construa um intervalo de confiança de 95% para o tempo 
médio de atendimento.médio de atendimento.

n
ZX

n
ZX σµσ

αα 2/2/ +≤≤−

20
10,096,15,1

20
10,096,15,1 +≤≤− µ

20
10,096,15,1

20
10,096,15,1 +≤≤− µ

54,146,1 ≤≤ µ

Exercícios 7.1 e 7.3Exercícios 7.1 e 7.3

min5,1=X
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Um intervalo unilateral de  100(1-α)% com limite superior é 
estabelecido a partir de:

Um intervalo unilateral de  100(1-α)% com limite inferior é:

n
ZX σ

+≤µ α

µ≤
σ

− α n
ZX
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7.4 Erro de Estimação7.4 Erro de Estimação

µε −= X

O intervalo de confiança bilateral tem a formaO intervalo de confiança bilateral tem a forma

Aumentando a amplitude do intervalo, aumenta-se o nível de 
confiança do intervalo, no entanto, aumenta-se o erro máximo 
de estimação que é o valor absoluto da diferença entre o 
parâmetro amostral  (     ) e o parâmetro populacional µ, 
representado como                        .

Como o intervalo de confiança tem centro na média amostral, Como o intervalo de confiança tem centro na média amostral, 
o erro máximo provável é igual a metade da amplitude do o erro máximo provável é igual a metade da amplitude do 
intervalo.intervalo.

n
ZX σ

± α 2/

X



29PROBABILIDADE  & ESTATÍSTICA

M
A

T 
02

21
9

7-
Es

tim
at

iv
a 

de
 P

ar
âm

et
ro

s
Como                        , podeComo                        , pode--se escrever se escrever 

Logo 
Para determinar o tamanho da amostra mínimo para estimar Para determinar o tamanho da amostra mínimo para estimar 
um parâmetro populacional, basta isolar o valor de um parâmetro populacional, basta isolar o valor de nn na na 
equação acima.equação acima.

Logo, o tamanho da amostra dependerá:
- do grau de confiança desejado α ;
- da dispersão na população σ;
- de certo valor especificado para o erro tolerável.

n
Ze σ

= α 2/

2

2/ 





 σ

= α e
Zn

n
ZX σ

± α 2/ X erro±
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Exemplo 7.2Exemplo 7.2: Qual o tamanho da amostra necessário para 
estimar a média populacional de uma característica 
dimensional de um  processo cujo desvio-padrão σ = 3 cm, 
com 95%  de confiança e precisão de 0,5 cm ? 

α = 0,05 ==> zα/2 = 1,96; σ = 3,0 cm; e = 0,5cm; 

Logo são necessários n  = 139 peças

3,138
5,0

0,396,1 2
=






 ×

=n

Exercício 7.12Exercício 7.12
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7.6.   Intervalo de confiança para a 7.6.   Intervalo de confiança para a 
média, variância desconhecidamédia, variância desconhecida

n
S    

n
S  1,2/1,2/ −α−α +≤µ≤− nn tXtX

Seja  X uma variável aleatória Normal com média e variância 
desconhecidas. Se uma amostra de  n valores indica média       
e variância S2, o intervalo de confiança de  100(1-α)% é 
calculado usando-se a distribuição de Student.

Os intervalos unilaterais de confiança de  100(1-α)% com 
limites superior e inferior são respectivamente:

n
S  1, −α+≤µ ntX

µ≤− −α   
n

S  1,ntX

X
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Exemplo 7. 3Exemplo 7. 3:: A quantidade mensal de produtos entregues por A quantidade mensal de produtos entregues por 
uma empresa segue uma distribuição Normal com média e uma empresa segue uma distribuição Normal com média e 
variância desconhecidas.  Analise os dados a seguir, que variância desconhecidas.  Analise os dados a seguir, que 
representam uma amostra de 20 meses e construa um intervalo representam uma amostra de 20 meses e construa um intervalo 
de 95% para a média.de 95% para a média.

17,4 18,2 18,3 18,8 19,0 19,2 19,3 19,6 19,6 19,9
20,2 20,2 20,5 20,7 20,9 21,0 21,3 21,5 21,9 22,6

64,20    38,19
ou

20
34,1093,201,20    

20
34,1093,201,20

093,2t
34,1S

01,20X

19;025,0

≤µ≤

+≤µ≤−

=
=
=
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Exemplo 7.4:Exemplo 7.4: A empresa pode estar preocupada A empresa pode estar preocupada 
exclusivamente com a quantidade mensal  de produtos exclusivamente com a quantidade mensal  de produtos 
entregues muito baixa.  Construa um intervalo de confiança entregues muito baixa.  Construa um intervalo de confiança 
unilateral com 95% de confiança no limite inferior.unilateral com 95% de confiança no limite inferior.

34,1
01,20

=
=

S
X

µµ           ou          

t

≤≤−

=

49,19
20
34,1729,101,20

729,119;05,0

Exercício 7.2, 7.4, 7.5Exercício 7.2, 7.4, 7.5
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Exemplo 7.5:Exemplo 7.5: Qual o tamanho da amostra necessário para 
estimar a média populacional de uma característica 
dimensional de um  processo com 95% de confiança e precisão 
de 0,5cm ?

Sem conhecimento da variabilidade populacional,  estimaSem conhecimento da variabilidade populacional,  estima--se o se o 
desviodesvio--padrão populacional através de uma amostra piloto.padrão populacional através de uma amostra piloto.

A partir de uma amostra de 20 peças, calculouA partir de uma amostra de 20 peças, calculou--se o desviose o desvio--
padrão S.  padrão S.  

7 11 12 11 13 8 15 8 11 16
10 12 9 6 11 10 11 10 12 9
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Como a variabilidade não é previamente conhecida, mas Como a variabilidade não é previamente conhecida, mas 
calculada a partir da amostra, usacalculada a partir da amostra, usa--se a distribuição t.se a distribuição t.

α = 0,05 ==> t0.025,19 = 2,093 e = 0,5 cm, S=2,45

Logo é necessário coletar mais 86 (106-20) peças.

106
5,0

46,2093,2 22
1,2/ =






=








= − x

e
t

n
Snα

Exercício 7.13Exercício 7.13
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7.7.  Intervalo de confiança para a 7.7.  Intervalo de confiança para a 
diferença entre duas médias, variância diferença entre duas médias, variância 
conhecidaconhecida
Sejam  X1 e X2 duas variáveis aleatórias com médias  µ1 e
µ2 desconhecidas e variâncias               conhecidas. 

Um intervalo de confiança  100(1-α)% para a diferença 
entre as médias pode ser construído a partir dos resultados 
de amostras aleatórias de cada uma dessas populações.

Pode ser demonstrado que a variância das diferenças entre 
as médias vem dada por:

2
2

2
1  σσ e










 σ
+

σ
=σ

2

2
2

1

2
12

nn
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Assim o intervalo de confiança bilateral de  100(1-α)% será:

E os correspondentes intervalos unilaterais serão:

σ+−≤µ−µ≤σ−− αα 2/21212/21 )()()( ZXXZXX

( ) ( )
( ) ( ) σ−−≥µ−µ

σ+−≤µ−µ

α

α

 
 

2121

2121

ZXX
ZXX
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7.8.  Intervalo de confiança para a 7.8.  Intervalo de confiança para a 
diferença entre duas médias, variância diferença entre duas médias, variância 
desconhecidadesconhecida

Sejam  X1 e X2 duas variáveis aleatórias Normais com médias  
µ1 e µ2 e variâncias                  desconhecidas. 

Se for possível assumir que as variâncias sejam iguais, 
ou seja,                       uma estimativa da variância pode ser 
obtida como:

2
2

2
1  σσ e

2
2

2
1  σ=σ

( ) ( )S
n S n S

n np
2 1 1

2
2 2

2

1 2

1 1
2

=
− + −

+ −
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7.8.  Intervalo de confiança para a 7.8.  Intervalo de confiança para a 
diferença entre duas médias, variância diferença entre duas médias, variância 
desconhecidadesconhecida

Uma vez encontrada a estimativa da variância dos valores 
individuais, pode ser demonstrado que a estimativa da 
variância da diferença entre as médias será:

com graus de liberdade    

S
S
n

S
n

S
n n

p p
p

2
2

1

2

2

2

1 2

1 1
= +










 = +







  

221 −+= nnv
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De modo que o intervalo de confiança bilateral  De modo que o intervalo de confiança bilateral  100(1100(1--αα)%  )%  
será:será:

Os correspondentes intervalos de confiança unilaterais serão:Os correspondentes intervalos de confiança unilaterais serão:

StXXStXX νανα µµ ,2/2121,2/21 )()()( +−≤−≤−−

( ) ( )
( ) ( ) S 

S 

,2121

,2121

να

να

µµ

µµ

tXX

tXX

−−≥−

+−≤−



41PROBABILIDADE  & ESTATÍSTICA

M
A

T 
02

21
9

7-
Es

tim
at

iv
a 

de
 P

ar
âm

et
ro

s
Exemplo 7.6:Exemplo 7.6: Um eixo deve ser montado no interior de um 
rolamento. Uma amostra de doze unidades indicou para o 
diâmetro interno do rolamento                                   ; e 
para o diâmetro do  eixo                                       . Calcule o 
intervalo de confiança de  99%  para a folga de montagem.
Solução: Supondo variâncias iguais têm-se:

X 1 2 538= , cm e S = 0,008 1

X 2 2 520= , cm e S = 0,0062

( ) ( )

82,2t
2221212

00289,0
12
1

12
1SS

000050,0
21212

006,011008,011S

22;005,0

2
p

22
2

p

=
=−+=ν

=





 +=

=
−+

+
=

Exercício 7.8Exercício 7.8

( ) ( ) ( ) ( )
0,026 folga   00986,0                                   

00289,082,22,52-2,538 folga   00289,082,252,2538,2
≤≤

+≤≤−−
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7.9. Intervalo de confiança para a 7.9. Intervalo de confiança para a 
diferença entre observaçõesdiferença entre observações

No caso em que se deseja comparar dois sistemas é possível, No caso em que se deseja comparar dois sistemas é possível, 
e as vezes necessário, trabalhar com a diferença entre as e as vezes necessário, trabalhar com a diferença entre as 
observações.observações.

Por exemplo, para comparar dois métodos de tratamento Por exemplo, para comparar dois métodos de tratamento 
contra corrosão, podecontra corrosão, pode--se escolher diversos blocos de se escolher diversos blocos de 
terreno, colocar dois tubos (de marcas diferentes ) em cada terreno, colocar dois tubos (de marcas diferentes ) em cada 
bloco e observar as diferenças.bloco e observar as diferenças.
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7.9. Intervalo de confiança para a 7.9. Intervalo de confiança para a 
diferença entre observaçõesdiferença entre observações
SejaSeja XX1 1 os resultados do sistema 1;os resultados do sistema 1;

XX2 2 os resultados do sistema 2;os resultados do sistema 2;
as diferenças medidas bloco a bloco;as diferenças medidas bloco a bloco;

A partir dos resultados de  n  blocos, calculaA partir dos resultados de  n  blocos, calcula--se  e usase  e usa--se a se a 
distribuição  t  para construir o intervalo de confiança para a distribuição  t  para construir o intervalo de confiança para a 
média da diferença  média da diferença  µµd :d :

Se o valor zero estiver contido neste intervalo, então não pode Se o valor zero estiver contido neste intervalo, então não pode 
ser descartada a hipótese que o desempenho dos dois sistemas ser descartada a hipótese que o desempenho dos dois sistemas 
seja o mesmo.

21 XXd −=

n
Std

n
Std d

d
d

2/2/ αα µ +≤≤−

seja o mesmo.
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Exemplo 7.7:Exemplo 7.7: Uma empresa quer verificar se o conhecimento 
de seus alunos a respeito de um determinado assunto melhorou 
após 30 horas de treinamento.  Para isso foi realizado com os 
quinze alunos do treinamento um teste antes e após o 
treinamento.  Os dados a seguir representam as notas obtidas 
pelos alunos.  Conclua a respeito da eficiência do treinamento 
com 95% de confiança.

Como o valor zero não está incluído no intervalo, rejeitaComo o valor zero não está incluído no intervalo, rejeita--se a se a 
hipótese de que as notas antes e depois sejam as mesmas, logo hipótese de que as notas antes e depois sejam as mesmas, logo 
concluíconcluí--se que o treinamento foi eficiente.se que o treinamento foi eficiente.

Alunos 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Antes 6,5 6,7 7,0 7,0 6,5 7,3 7,8 6,9 6,7 7,2 7,5 7,5 7,2 7,0 6,8
Depois 7,5 7,7 7,9 8,0 7,4 8,3 8,8 8,9 7,7 8,2 8,5 8,5 8,2 8,0 8,8
Difer. 1,0 1,0 0,9 1,0 0,9 1,0 1,0 2,0 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0 2,0

145,2
36,0

12,1

14;025,0 =
=
=

t
S
d

d
1,32    92,0

ou
15
36,0145,2,121    

15
36,0145,212,1

≤≤

+≤≤−

µ

µ

Exercício 7.9Exercício 7.9
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Suponha que X é uma variável aleatória Normal com média e 
variância desconhecidas. Seja que a variância amostral  S2 é 
calculada para uma amostra de  n observações. Então, um 
intervalo bilateral de confiança  100(1-α)% é obtido usando-se 
a distribuição do chi-quadrado:

No caso do interesse residir em intervalos unilaterais de 
100(1-α)% teremos:
Limite inferior:

Limite superior:

( ) ( )
1,2/1

2

2
2

1,2/
2

2 11
−α−−α χ

−
≤σ≤

χ

−

nn

SnSn

( )
1,

2

2
2 1  

−αχ
−

≥σ
n

Sn

( )
1,1

2

2
2 1  

−α−χ
−

≤σ
n

Sn

7.10. Intervalo de confiança para a 7.10. Intervalo de confiança para a 
variânciavariância
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Exemplo 7.8.Exemplo 7.8. Ache o intervalo de  95%  para a variância no 
exemplo da quantidade mensal de produtos entregues:

( ) ( )

96,1    02,1
ou

84,3    04,1
91,8
80,119    

85,32
80,119

91,8X;85,32X

80,1,341S

2

2

19;975,0
2

19;025,0
2

22

≤σ≤

≤σ≤

≤σ≤

==

==

Exercício 7.6 e 7.7Exercício 7.6 e 7.7
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7.11. Intervalo de confiança para o 7.11. Intervalo de confiança para o 
quociente entre duas variânciasquociente entre duas variâncias
Para comparar duas variâncias,             , oriundas de 
populações com distribuição Normal, é vantajoso trabalhar 
com o  quociente                   uma vez que este se distribui
conforme a distribuição  F.
O intervalo de confiança para este quociente virá dado por:

Onde              são os pontos percentuais da distribuição  F
com  u e  v graus de liberdade, tais que                             .

2
2

2
1  σσ e

2
2

2
1  / σσ

1;1;2/2
2

2
1

2
2

2
1

1;1;2/12
2

2
1

2121
    −−α−−α− ≤

σ

σ
≤ nnnn F

S
SF

S
S

vuF ,,α

{ } α=α≥ vuFFP ,,
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Se o valor 1 (um) estiver contido neste intervalo, então não 
pode ser descartada a hipótese de que a variância das duas 
populações seja a mesma.
Os respectivos intervalos unilaterais serão dados por:

Limite inferior:

Limite superior:

As tabelas da distribuição  F costumam fornecer apenas os 
valores de       ,  mas            pode ser obtido a partir da 
seguinte relação:

1;1;12
2

2
1

2
2

2
1

21
   −−α−≥

σ

σ
nnF

S
S

1;1;2
2

2
1

2
2

2
1

21
   −−α≤

σ

σ
nnF

S
S

αF α−1F

F 1
=

uvFvu
,,

,,1
α

α−
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Exemplo 7.9.Exemplo 7.9. Os valores a seguir representam os tempos de Os valores a seguir representam os tempos de 
produção de duas máquinas. Analise os dados e conclua a produção de duas máquinas. Analise os dados e conclua a 
respeito da variabilidade das máquinas A e B:respeito da variabilidade das máquinas A e B:

Máquina A:Máquina A:

Máquina B:Máquina B:
( ) ( )

3,0425    1502,0

82,4
316,1
8307,0    238,0

316,1
8307,0

238,0
20,4
1

F
1F

82,4F

2
2

2
1

2
2

2
1

9,7;025,0
7,9;975,0

7,9;025,0

≤
σ

σ
≤

≤
σ

σ
≤

===

=

8307,02
1 =S

316,12
2 =S

A 91,0 90,3 90,2 92,1 91,8 91,3 89,3, 91,0 91,2 89,6
B 91,8 91,2 89,4 89,2 90,7 92,6 91,3 91,2
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O intervalo inclui o valor 1, assim não pode ser descartada a 
hipótese de que a variabilidade das duas máquinas seja a 
mesma.

Além de servir para a comparação direta de duas variâncias, a 
distribuição F é a chave para a comparação de vários grupos, 
o que é feito usando o procedimento conhecido como Análise 
de Variância. Esse assunto será abordado em um capítulo 
posterior.

Exercício 7.10Exercício 7.10
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7.12  Intervalo de confiança para o 7.12  Intervalo de confiança para o 
parâmetro da Binomialparâmetro da Binomial
Intervalos de confiança para proporções, por exemplo, fração 
de não conformes em um processo, podem ser estabelecidos 
utilizando-se a distribuição Binomial.

Se  n é grande  (n ≥ 30)  e  p ≥ 0,1,  então a aproximação 
Normal para a Binomial pode ser usada, resultando no seguinte 
intervalo de confiança de  100(1-α)%:

Se n é pequeno, o problema deve ser resolvido usando tabelas 
da distribuição Binomial. Se  p é pequeno, é possível usar a 
distribuição de Poisson.

( ) ( )
n

ppzp
n

ppzp −
+≤≤

−
−

11
2/2/ αα π
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Exemplo 7.10.Exemplo 7.10. Um empresário deseja conhecer a satisfação de Um empresário deseja conhecer a satisfação de 
seus clientes em relação aos serviços prestados por sua seus clientes em relação aos serviços prestados por sua 
empresa.  Em uma amostra aleatória de n=100 clientes empresa.  Em uma amostra aleatória de n=100 clientes 
entrevistados,  4 pessoas demonstraram insatisfação com os entrevistados,  4 pessoas demonstraram insatisfação com os 
serviços prestados. Construa um intervalo de 95% de serviços prestados. Construa um intervalo de 95% de 
confiança para a proporção de clientes insatisfeitos. confiança para a proporção de clientes insatisfeitos. 

( ) ( )
n

ppzp
n

ppzp −
+≤≤

−
−

11
2/2/ αα π

( ) ( )
100

04,0104,096,104,0
100

04,0104,096,104,0 −
+≤≤

−
− π

05,003,0 ≤≤ π

Exercício 7.11Exercício 7.11
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Exemplo 7.11.Exemplo 7.11. O fornecedor alega que entrega 10% de 
produtos defeituosos.  Qual o tamanho de amostra suficiente 
para estimar a proporção de produtos defeituosos entregues 
por este fornecedor com precisão de 0,03 e 95% de confiança?
Solução:
α = 0,05 ==> z0,025 = 1,96;  p = 0,10;  e = 0,03

Como deseja-se estimar uma variável do tipo percentual, 
utiliza-se a distribuição Binomial.

Logo, é necessário uma amostra de 385 produtos.

2

2
2 )1(

e

ppZ
n

−×
= α 16,384

03,0
)10,01(10,096,1

2

2
=

−××
=n

Logo, é necessário uma amostra de 385 produtos.

Exercício 7.14Exercício 7.14
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ExercíciosExercícios
7.1 O tempo de atendimento em um restaurante apresenta O tempo de atendimento em um restaurante apresenta 
variância                     .  Uma amostra aleatória de 12 mesvariância                     .  Uma amostra aleatória de 12 mesas as 
indicou tempo médio de atendimento de                   .  Constindicou tempo médio de atendimento de                   .  Construa rua 
um intervalo de 95% de confiança para o tempo médio de um intervalo de 95% de confiança para o tempo médio de 
atendimento no restaurante.atendimento no restaurante.

7.2 Recalcule o intervalo de confiança para o exercício 7.1, 
supondo que a variância não fosse conhecida e o valor              
tivesse sido medido diretamente na amostra.

7.3 O peso de frangos apresenta variância conhecida igual a 
900g. Uma amostra aleatória de 20 unidades indica               . 
Construa um intervalo com 90% de confiança para o peso 
médio desses frangos.

0015,02 =σ
mm258,12X =

0015,0S 2 =

g508X =
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7.4 Em um processo químico, as características dimensionais do 
produto resultante segue o modelo normal. A partir da amostra 
apresentada a seguir, defina o limite inferior de um intervalo 
unilateral de 95% de confiança para a característica 
dimensional média.

7.5 Uma máquina é usada para encher pacotes de leite. O 
volume segue aproximadamente o modelo normal. Uma 
amostra de 16 pacotes indicou:

a) construa um intervalo unilateral de 99% com limite inferior 
para a média;
b) construa um intervalo de 95% para a média;

35.2 36.7 37.5 38.2 38.7 39.5
36.3 37.3 37.8 38.3 39.3 40.1

1021 1016 1012 1011 1014 1018 1022 1027
1008 1015 1013 1013 1017 1019 1007 1003
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7.6 Considere os dados do exercício 7.4. Construa um intervalo 
de 90% para a variância da característica dimensional. Depois 
converta esse intervalo apresentando-o em termos de desvio 
padrão.

7.7 Considere os dados do exercício 7.5. Construa um intervalo 
de 95% para o desvio padrão do volume dos pacotes de leite.

7.8 Ainda em relação ao problema 7.5, imagine que há uma 
segunda máquina de enchimento para a qual uma amostra de 
16 pacotes indicou:

Construa um intervalo de 95% para a diferença entre as duas 
médias das máquinas. Baseado nos resultados desses cálculos 
você concluiria que as duas máquinas fornecem o mesmo 
volume médio?

1011 1015 1017 1015 1021 1021 1010 1007
1022 1018 1016 1015 1020 1022 1025 1030
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7.9 Em uma indústria química, os engenheiros desejam saber 
se o alongamento de um composto de borracha permanece 
inalterado ao passar por uma máquina extrusora. Como o 
alongamento do composto depende do lote de matéria prima 
usado na sua confecção, os dados foram coletados aos pares. 
Construa um intervalo de confiança para a diferença entre os 
pares de observações:

Lote 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Antes 360 370 380 345 365 380 390 395 385 410
Depois 360 365 355 340 350 370 390 375 375 395
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7.10 Em relação ao problema anterior, calcule o quociente
entre as variâncias dos alongamentos medidos antes e depois do 
composto passar pela extrusora. Depois construa um intervalo 
de confiança para esse quociente.

7.11 Uma amostra aleatória de 250 dispositivos eletrônicos 
apresentou 27 unidades defeituosas. Estime a fração de não-
conformes e construa um intervalo de 95% de confiança para o 
verdadeiro valor da fração de não-conformes.

7.12.  Qual o tamanho da amostra necessário para estimar o 7.12.  Qual o tamanho da amostra necessário para estimar o 
tempo médio de atendimento de um serviço com desviotempo médio de atendimento de um serviço com desvio--padrão padrão 
conhecido de conhecido de σσ=3 min com 95% de confiança e precisão de 2 =3 min com 95% de confiança e precisão de 2 
min?min?
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7.13.  Qual o tamanho da amostra necessário para estimar o 7.13.  Qual o tamanho da amostra necessário para estimar o 
tempo médio de atendimento de um serviço com 95% de tempo médio de atendimento de um serviço com 95% de 
confiança e precisão de 2 min? Uma amostra de 20 tempos foi confiança e precisão de 2 min? Uma amostra de 20 tempos foi 
coletada para estimar o desviocoletada para estimar o desvio--padrão S.padrão S.

7.14. Em uma pesquisa eleitoral, 60 das 180 pessoas 7.14. Em uma pesquisa eleitoral, 60 das 180 pessoas 
entrevistadas responderam que votariam no candidato da entrevistadas responderam que votariam no candidato da 
oposição.   Essa amostra é suficiente para estimar a verdadeira oposição.   Essa amostra é suficiente para estimar a verdadeira 
proporção de eleitores desse candidato, com uma precisão de proporção de eleitores desse candidato, com uma precisão de 
0,04 e confiança 95%?0,04 e confiança 95%?

8 10 12 11 13 8 15 8 11 14
12 12 9 7 12 10 11 10 12 8
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ReferênciasReferências
Esta apresentação baseiaEsta apresentação baseia--se nas referências listadas abaixo, se nas referências listadas abaixo, 
contendo partes das mesmas, com respectivas autorizações dos contendo partes das mesmas, com respectivas autorizações dos 
autores :autores :

Apostila de Estatística IndustrialApostila de Estatística Industrial, Programa de Pós, Programa de Pós--Graduação de Graduação de 
Engenharia de Produção, UFRGS, Porto Alegre.Engenharia de Produção, UFRGS, Porto Alegre.

Apostila de Probabilidade e EstatísticaApostila de Probabilidade e Estatística professoras Márcia professoras Márcia EchevesteEcheveste
e e Liane WernerLiane Werner..

Apostila Noções de Probabilidade e Estatística para ConcursosApostila Noções de Probabilidade e Estatística para Concursos
professoras Márcia professoras Márcia EchevesteEcheveste e Ariane Porto Rosa.e Ariane Porto Rosa.
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