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RESUMO: 

A capacidade de resolução de problemas gráfica e/ou numericamente, além da necessidade de manipular variações de grandezas e realizar aproximações locais, é essencial para a compreensão dos conceitos e manipulação correta das notações matemáticas, ou habilidades fundamentais para os profissionais da área das Ciências Exatas. No entanto, na prática observa-se que os alunos de Cálculo Diferencial e Integral cometem erros, muitas vezes considerados inconscistentes, expressando muito mais que falta de entendimento dos tópicos abordados na disciplina tais como: estudos de funções, limites, derivadas e integrais, mas sim da noção de número. Com o intuito de detectar e ‘analisar’ os erros destes alunos ao solucionar questões que envolvem a idéia de número em inequações realizamos uma investigação com 22 (vinte e dois) alunos do segundo semestre do Curso de Matemática da URI-Campus Santiago/RS, que irão cursar no próximo semestre a disciplina de Cálculo Diferencial e Integral I. O trabalho foi realizado em duplas e referenciado na teoria dos Registros de Representação Semiótica de Duval e, a partir dos protocolos apresentados pelos alunos, pode-se constatar que os alunos apresentam resolução mecânica utilizando algoritmos, obtendo respostas aparentemente desprovidas de significado uma vez que elas eram inconsistentes  com as obtidas posteriormente. Ficou patente também que para estes alunos a idéia de número se restringe ao conjunto dos inteiros demonstrando também, falta de clareza quanto a noção de números decimais. PALAVRAS-CHAVE: Ensino de Cálculo, Registros de Representação Semiótica, Números, Desigualdade.

TEXTO:

A capacidade de resolução de problemas gráficos e/ou numericamente é um dos quesitos fundamentais para os profissionais da área das Ciências Exatas principalmente, na disciplina de Cálculo Diferencial e Integral.

Sendo assim, torna-se imprescindível que esse profissional, compreenda os conceitos e manipule corretamente notações matemáticas ao trabalhe quase que concomitantemente com expressões numéricas e gráficas.

No entanto, na prática observa-se que os alunos desta disciplina cometem erros, muitas vezes relacionados a conteúdos estudados na Educação Básica indo muito além da falta de entendimento dos tópicos abordados na disciplina tais como: estudos de funções, limites, derivadas e integrais, mas sim da noção de números, suas representações e suas propriedades.

Trabalhos como o de Villareal (1998) intitulado O pensamento matemático de estudantes universitários de cálculo e tecnologias informáticas, Pinto (2000) Entendendo Análise Real bem como o de Barufi, (2002) O Cálculo no Curso de Licenciatura em Matemática, o de Cury (2003) denominado Análise de Erros e Análise de Conteúdo: Subsídios para uma Proposta Metodológica  e o de Sad (2000) Cálculo Diferencial e Integral: uma abordagem epistemológica de alguns aspectos abordam as concepções dos estudantes sobre o CDI e a problemática do ensino e da aprendizagem desta disciplina.

Para tanto, utilizam-se das teorias dos obstáculos epistemológicos definidos por Bachellard (1938), ou Modelo Teórico dos Campos Semânticos (MTCS), de Lins (1992), ou Advanced Mathematical Thinking Group, organizado por Tall (1991) ou da análise de conteúdo de Bardin (1977).

Ainda no campo das pesquisas já realizadas sobre esta temática cabe destacar as que tratam da transição do ensino médio para o superior. Segundo o relatório demominado: Measuring The Mathematics Problem emitido por uma Universidade do Reino Unido cujo endereço é http://www.engc.uk/publication/pdf/mathsreport.pdf, observou-se nesta última década um sério declínio nas habilidades matemáticas básicas dos estudantes e no nível de preparação na entrada em Ensino Superior isso por que pelo menos 60 departamentos de Matemática, Física e Engenharia, que passaram a constar este fato a partir de testes diagnósticos envolvendo a matemática básica, para os novos estudantes universitários.

Sugerindo, então que o declínio no conhecimento matemático de estudantes recentemente em universidades seja, em parte, ao fato de estudantes com maiores habilidades em matemática escolherem áreas que não são voltadas assuntos matemáticos. Isso acabou gerando um problema sério no ensino superior, pois, os professores começaram a alegar, constantemente, que: “os estudantes não parecem ter os fundamentos!”; bem como que “mesmo aqueles que têm bom nível estão tendo dificuldades com álgebra e cálculo!.”
Estas dificuldades na aquisição do conhecimento matemático neste nível de ensino não são exclusivas da Inglaterra; aqui no Brasil enfrentamos estes mesmos problemas. Algumas pesquisas sobre o ensino do Cálculo apontam que muitas das dificuldades apresentadas por ingressantes no Ensino Superior se devem ao fato de que muitos dos conceitos trabalhados na Educação Básica não apresentarem real significado para esses estudantes.

Em particular, diagnósticos realizados sobre as concepções dos alunos a respeito de número real também revelam falta de clareza entre o número e sua representação identificando muitas vezes a representação infinita com o irracional.

Desta forma, iremos abordar esta temática envolvendo a transição do Ensino Médio para o Superior sob a ótica dos Registros de Representação Semiótica de Raymond Duval (1993) pois, segundo ele, a aquisição do conhecimento matemático está ligada a organização das situações de aprendizagem. E, estas situações precisam levar em consideração as diferentes formas de representação de um mesmo objeto matemático pois o conhecimento matemático só pode ser mobilizado na medida em que utilizamos das representações.

Como para um único objeto matemático existem diversas representações, para que ocorra a aquisição do conhecimento é necessário integrar mais de um registro de representação do referido objeto.

A distinção entre o objeto e sua representação fica explícita na definição de Pierce para representação é: “Alguma coisa que tem, no lugar de alguma outra coisa” 

Já Duval (1993) organizou três perspectivas para esse termo:

· Representação mental e subjetiva: refere-se as crenças, idéias, explicações, convicções espontâneas do sujeito sobre os fenômenos físicos, sendo representações internas e conscientes ocorrendo no nível do pensamento.;

· Representação interna ou computacional: também são representações internas mas não conscientes. Envolvendo a Psicologia Cognitiva e a Inteligência Artificial, elas têm a função de tratamento quase instantâneo ou automático sem que o sujeito pense em todos os passos necessários para a realização de uma tarefa. Estas representações traduzem informações externas a um sistema, de forma que seja possível recupera-las e combina-las no interior do mesmo.

· Representação semiótica: é externa e consciente do sujeito. Segundo Duval (1993, p.39): (...) as representações (semióticas) não são somente necessárias para fins de comunicação, elas são igualmente essenciais para as atividades cognitivas do pensamento.
Um registro de representação semiótico é um sistema de signos que tem por objetivo não somente a comunicação mas também o tratamento da informação e a objetivação. Para o próprio Duval (1995) estas representações:

São relativas a um sistema particular de signos, linguagem natural língua formal, escrita algébrica ou gráficos cartesianos, figuras, de um objeto matemático [...]. De onde a diversidade de representações para um mesmo objeto representado ou ainda a dualidade das representações semióticas: forma (o representante) e conteúdo (o representado). (p. 3)

As representações semióticas para a aquisição do conhecimento pelo sujeito que apreende com base na dualidade forma e conteúdo nos remete a relações de tratamento e conversão de registros.

O tratamento ocorre quando um elemento representação é transformado em outro que permanece no dentro do mesmo registro. Na maioria das vezes recorre-se aos tratamentos nos, procedimentos de justificação.

Já a conversão, consiste numa mudança entre dois registros de representação conservando a referência aos mesmos objetos. Pelo aspecto cognitivo, a conversão é uma atividade de transformação representacional fundamental pois, é ela que conduz aos mecanismos subjacentes à compreensão sendo, irredutíveis a um tratamento.

Para Duval (2003) a originalidade da atividade matemática está em mobilizar e trocar os registros de representação semiótica, sendo que alguns são não algoritmizáveis como a língua materna e as figuras geométricas planas ou em perspectiva e outros com características essencialmente algorítmicas como os sistemas de escritas (numéricas, algébricas, simbólicas) e cálculo, bem como os gráficos cartesianos.

Neste sentido, realizamos uma investigação com 22 (vinte e dois) alunos do segundo semestre do Curso de Matemática da URI/Campus Santiago, dispostos em 11 duplas, que irão cursar no próximo semestre a disciplina de Cálculo Diferencial e Integral I, com o objetivo de detectar, ‘analisar’ os erros destes alunos ao solucionar questões que envolvem a idéia de número em inequações fundamentado nos princípios da Engenharia Didática.

Segundo Michèle Artigue (1988), uma Engenharia Didática se caracteriza por um esquema experimental que visa analisar as situações didáticas em sala de aula e trata das concepções, realizações, observações e análise de seqüências de ensino, organizadas em quatro fases definidas por:

· Análises preliminares: leva em conta as concepções envolvidas. Nessa fase, o pesquisador ainda busca o quadro teórico orientador do processo e os conhecimentos didáticos adquiridos previamente sendo que estas informações serão retomados e aprofundadas nas demais fases desta metodologia;

· Concepção e análise a priori: nesta da fase, o investigador estabelece o número de variáveis pertinentes ao problema elaborado a fim de controlar o comportamento dos alunos envolvidos na pesquisa. Estas variáveis podem ser macro-didáticas (ligadas a organização global da engenharia) ou micro-didáticas (ligadas a organização local da engenharia, de uma seqüência ou da fase) mas de qualquer forma, podem ser independentes ou dependentes ao conteúdo didático enfocado;

· Experimentação: fase de realização da engenharia com a população de alunos pesquisados através do contato com o pesquisador e/ou professor e/ou observadores. Nesta etapa também ocorrem a “Oficialização” ou “Institucionalização” dos conceitos trabalhados na atividade aplicada

· Análise posteriori e validação: esta fase consiste no tratamento das informações obtidas com base nos dados coletados na experimentação e nas observações realizadas durante a aplicação da seqüência de ensino. E, por fim, realizam-se as confrontações entre as análises a priori e a posteriori, validando ou não a essência das hipóteses formuladas na investigação.

Para esta investigação, elaboramos e aplicamos uma seqüência de ensino com questões voltadas a tópicos de inequações, funções e gráficos para analisarmos os erros cometidos, classificando-os.

Este seqüência foi estruturada com 4 questões subdivididas em alguns itens e, para este trabalho analisaremos apenas uma que será expressa a seguir, acompanhada de sua análise prévia:

1) Seja 
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a) Determine o conjunto solução desta inequação:

OBJETIVO: Observar se os alunos apresentam o resultado em um intervalo, ou apenas por meio de alguma fórmula resultante de alguma técnica e desprovida de significado matemático;

EXPECTATIVAS DE RESPOSTA:

I.
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II.
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b) x = -10 pertence a este conjunto, por quê?

OBJETIVO: verificar se o aluno considera este valor de x como pertencente ao intervalo, bem como levar o aluno que respondeu x
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image5.wmf]±

12 (se houver) a questionar tal reposta e procurar entender o sentido que o aluno remeteu a esta questão:

EXPECTATIVAS DE RESPOSTA:

I.não, pois não é nem +12 nem –12

II.sim, caso substitua na expressão e verifique a desigualdade

III.sim, caso o aluno verifique que -10 pertence ao intervalo de resposta

IV.sim, caso apresente um erro ao elevar um número negativo ao quadrado obtendo –136 para o primeiro membro e, assim, satisfazendo a desigualdade

V.sim, se o aluno interpretar x
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12 como sendo o conjunto de todos os números reais menores que 12

VI.sim, se o aluno interpretar x
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12 como sendo o conjunto de todos os números reais menores que 12 e, sendo, o –10 erroneamente considerado, menor que -12

VII.não se o aluno interpretar x
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12 como sendo o conjunto de todos os números reais menores que -12

c) E para x = 13, por quê?

OBJETIVO: verificar se o aluno considera este valor de x como pertencente ao intervalo.

EXPECTATIVAS DE RESPOSTA:

I.não, pois não é nem +12 nem –12

II.não, caso substitua na equação e não verifique a desigualdade

III.não, caso o aluno verifique que 13 não pertence ao intervalo de resposta

IV.não, se o aluno interpretar x
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12 como sendo o conjunto de todos os números reais menores que 12

V.não, se o aluno interpretar x
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12 como sendo o conjunto de todos os números reais menores que -12

d) Existe algum número decimal que pertença a este conjunto? Qual (is)?

OBJETIVO: verificar a compreensão dos alunos sobre números decimais

EXPECTATIVAS DE RESPOSTA:

I.sim todos, os que se encontram no intervalo 
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II.sim, alguns que estão no intervalo 
[image: image17.wmf]1212

x

-££


III.sim, o 10 e o -10

IV.não, nenhum

A partir dos protocolos apresentados pelos alunos obtivemos os seguintes resultados

	Dupla
	Questão 1a
	Questão 1b
	Questão 1c
	Questão 1d

	A
	Algoritmicamente, x
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12
	Substituiu, sim porque 64 é menor que 108
	Substituiu, não porque 133 é maior que 108
	Existe,....

	B
	Algoritmicamente, x
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12 
	Sim porque -10 é menor que 12
	Conseqüentemente, o 13 não porque é maior que 12
	Existem vários números decimais.

	C
	Algoritmicamente, x
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12
	x
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12={ -10, -9 ... 12} pertence, pois é de 12 aos menores
	x=13 não pertence ao conjunto x
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12
	Sim, 10, 11,12 pois o conjunto se estende até 12

	D
	Algoritmicamente, x
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12, S={x(R/ x
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DESCRIÇÃO DO DESENHO: fez três retas, uma abaixo da outra, na 1ª marcou os pontos menores que 12, na 2ª marcou os menores que –12, na 3ªmarcou todos menores que 12
	Pertence pois o –10 é menor que +12
	Não pertence, pois o 13 é maior que o 12 e nós só queremos os menores ou iguais a doze.
	Sim



	E
	Algoritmicamente, x
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12
	Porque o –12< -10< 12
	Não porque 13>12, não está entre 
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12
	Sim, -10 e 10



	F
	Algoritmicamente, x
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12
	Sim porque a inequação apresenta duas soluções (
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-12, , 
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12) e -10 é 
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-12.
	Não pois 13 é maior que 12 e é só 
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12.
	Sim, pois em uma reta, entre dois valores inteiros existem milhares de decimais.

	G
	Iniciou utilizando a fórmula de  Báskara, apagou e expôs o resultado (sempre com igualdade)x=
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12
	Não 
	-
	- 

	H
	Algoritmicamente, x
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12
	Substituiu, 64 
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108, pertence
	Substituiu, 133
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108, não pertence
	Existe. Todos porque, qualquer número decimal substituindo x, a solução vai ser menor que 108.

	I
	Algoritmicamente (sempre com igualdade) S={12} 
	Sim porque é < 108
	Não porque o produto é > 108
	Sim, x
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	J
	Algoritmicamente, x
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12,

S={x(R / -12
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	{-12, -11, -10, -9, -8, -7,-6, -5, -4, -3, -2, -1, 0 1, 2, 3, 4, 5, 6 ,7 ,8, 9, 10, 11, 12}. Pertence pois está compreendido entre –12 e 12.
	Para x=13 não pertence, pois ele não esta compreendido entre –12 e 12
	Existe, 0,1; 0,2; 0,3; 0,4; 0,5; 0,6; 0,7; 0,8; 0,9 

	L
	Algoritmicamente, x
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12

DESCRIÇÃO DO DESENHO: traçou uma reta,fez o segmento de parábola, marcou as raízes da função f(x)= x2-144, ou seja, 12 e –12, assinalou o intervalo limitado por estes pontos 
	X=-10 
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 porque está dentro do intervalo
	X=13 não 
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 porque está fora do intervalo
	Sim




Quadro resumo com as repostas dos alunos

· Resolução mecânica através de um algoritmo: a grande maioria das duplas, 10 o que equivale a 90,91 %, resolveu a questão 1a de forma algorítmica, isto é, executaram a mudança do membro –36 a seguir extraíram a raiz quadrada 144 (soma de 36 com 108). Sendo que:

· 9 destas duplas expressaram 
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 e, apenas 1 dupla expôs o resultados da inequação como uma igualdade, 
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· a dupla que não resolveu a inequação da forma algorítmica iniciou a solução do problema utilizando da forma de Báskara,a seguir apagou o que havia feito e expôs as respostas 
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, talvez por terem vinculado à solução da inequação a solução de uma equação em que o procedimento correto é encontrar as raízes de tal expressão e a seguir fazer o estudo dos sinais da função envolvida.

· 2 duplas ainda tentaram explicitar a reposta 
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 através de registro gráfico, como mostra o quadro resumo das repostas dos alunos que consta no anexo. Uma delas realizou tal representação de forma correta (questão 1a dupla L) e a outra, erroneamente (questão 1a dupla D) provavelmente isto se deva ao fato de terem selecionados os valores que satisfaziam a desigualdade conforme nós a lemos isto é, 
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, é interpretado como todos os 
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, optando pelo valor positivo na seleção da escolha final. Observa-se que a as duas duplas realizaram uma conversão do registro algébrico para o gráfico.

· Outras 2 duplas expressaram este resultado do intervalo solução da questão 1a utilizando dos registros de representação de conjuntos apontando apenas números inteiros.

· Falta de significado para a algoritmo e para solução encontrada através dele: ressalta-se que estes alunos demonsstraram que a desigualdade a que chegaram era desprovida de significado pois ao solucionar 1a apresentaram determinada resposta que ao resolverem 1b e 1c, não foi utilizada. Mesmo aqueles que apresentaram reposta correta (algoritmicamente) em 1a recorreram a substituição para resolver 1b e 1c, ( 27, 28%) das duplas (em cada questão) sendo que as duplas que realizaram substituição em 1b também o fizeram em 1c.

· A dupla I explicitou em 1a x=12 como resposta e para responder 1b e 1c fez substituições nas inequação inicial e encontrou resposta correta que é sem dúvida uma ambigüidade. Parece-nos que as questões apresentam soluções que estão desvinculadas entre si, como se cada item a ser resolvido apresentasse uma forma de solução e a resposta encontrada não significasse nada que pudesse auxiliar na próxima questão.

· O mesmo ocorreu com a duplas A e H que, mesmo resolvendo corretamente 1a, necessitaram realizar substituições para obter as repostas das questões 1b e 1c.

· A dupla F expõe um problema que é ainda mais sério, apesar de terem expresso em 1a que a reposta correta era 
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, ao solucionarem 1b e 1c deixam claro que o importante são os valores menores que 12.

· Já as duplas B, C, D, E, J e L estabeleceram relações entre as questões propostas. Chegando a utilizarem as expressões como “x=-10 
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 porque está dentro do intervalo” e “x=13 não 
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 porque está fora do intervalo”. Provavelmente, ao expressar tais respostas, os alunos tenham realizado uma conversão de registro algébrico para o gráfico.
· Uma idéia de que número se restringe ao conjunto dos inteiros: como já havíamos comentado anteriormente, das 2 duplas que representaram graficamente o intervalo solução da inequação todos explicitaram neste apontaram, neste intervalo, somente números inteiros neste caso positivos e negativos esta ocorrência ficou patente também nas duplas que ao invés do registro gráfico utilizaram do simbólico com a notação de conjunto.

· Falta de clareza quanto a noção de números decimais: elaboramos a questão 1d porque pesquisas e experiências anteriores tem mostrado que os alunos usam, na maioria das vezes números inteiros e, gostaríamos que eles explicitassem algo sobre os decimais. Os resultados mostram que estes alunos não dominam tal conteúdo, com exceção de uma dupla que deixou em branco, todos responderam que existiam números decimais que pertenciam ao conjunto solução da inequação proposta. Apesar disso:

· 2 duplas apresentaram a noção que número decimal identificando com o número 10 ou seus sucessivos com os seguintes exemplos: “10, 11 e 12” e outro com “–10 e 10”;

· 3 explicaram literalmente que existiam vários, uma infinidade mas não explicitaram exemplo;

· 2 apontaram para o possibilidade de o número decimal ser algo menor que 1. segundo sua resposta: “sim existe todos porque qualquer número decimal substituindo x, a solução vai ser menor que 108”   e o outra dupla de alunos expôs: “existe; 0,1; 0,2; 0,3; 0,4; 0,5; 0,6; 0,7; 0,8; 0,9.

· Houve ainda aqueles que apenas responderam sim.

Resumindo, podemos observar que ocorreram dois grupos diferentes de respostas: um grupo que associa número decimal com o dez e seus sucessores (números inteiros) e outro que considera número decimal apenas aqueles números cuja representação apresenta 1 única casa após a vírgula e, menor que 1.

Outro fato que nos marcou muito foi a dificuldade apresentada por uma dupla em relação a ordem dos números negativos. A dupla F em 1b expõe que e -10 é 
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-12. Possivelmente, esses alunos tenham estendido a ordem dos números naturais para os inteiros.

Devemos destacar ainda que em nossa análise prévia havíamos levantado em consideração a hipótese de aos alunos errarem ao resolverem a questão 1b por substituição, quando necessitariam elevar o termo (–10) ao quadrado apresentando resposta negativa e não positiva como é a correta. Mas isso não ocorreu provavelmente, devido a enorme relevância que os professores dão a esse tipo de procedimento talvez este seja mais um algoritmo que os alunos tenham introjetado em sua vida acadêmica. Com exceção do aspecto esta questão cumpriu as expectativas expostas em nossa análise prévia.

Uma vez que estes alunos encontram-se no Ensino Superior, em um Curso de Matemática, fica evidente, nos mais variadas itens as dificuldades apresentadas em relação aos números, sua representação e suas propriedades intrínsecas como a ordem, a densidade e a continuidade.

Parace ser consenso entre os alunos que uma questão de Matemática precisa ser resolvida com o auxílio de um algoritmo. Manipulando os dados numéricos contidos no enunciado. Isto se revela quando observamos que muitos alunos buscaram procedimentos mecânicos para resolver o item 1a e não interpretaram o resultado obtido, resolvendo os dois itens seguintes (1b e 1c) sem observar a resposta anterior que talvez seja desprovido de significado.

Segundo os dados apresentados na resolução de todos os itens percebe-se que os alunos recorrem freqüentemente a tratamentos no registro algébrico. Poucos realizam uma conversão desta para o registro gráfico. Usualmente o ensino de inequações não propicia essa conversão. Este aspecto talvez pudesse ser realizado partindo da exploração da comparação gráfica das funções para a discussão do significado da desigualdade.
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