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Resumo

Este trabalho se insere na problemática do ensino e aprendizagem da Álgebra Linear. O objetivo da pesquisa foi de analisar os recursos “meta” sugeridos por professores dessa disciplina para facilitar a compreensão da noção de base de um espaço vetorial. Para tanto, foram realizadas entrevistas com 6 professores universitários. Neste artigo apresentamos e analisamos duas dessas entrevistas. As idéias de Dorier, Robert, Robinet e Rogalski, sobre “alavancas-meta”, são o suporte principal das análises feitas. Concluiu-se, com a indicação de diversos recursos “meta” passíveis de se tornarem alavancas-meta para a compreensão dos alunos .
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Introdução. 

Este artigo apresenta  a análise de duas entrevistas realizadas com professores de Álgebra Linear. As entrevistas foram feitas com o objetivo de salientar os recursos SOBRE a Matemática sugeridos pelos professores, para facilitar a compreensao da noção de base de um espaço vetorial. A esses recursos Dorier e seu grupo de pesquisa nomearam de “alavanca-meta” (DORIER, 2000). Essas duas entrevistas  integram as seis entrevistas semi-estruturadas realizadas por Zoraide PADREDI para a pesquisa de sua dissertação de Mestrado: “As alavancas Meta no discurso do professor de Álgebra Linear”, defendida na PUC-SP em 2003. 

O ensino e aprendizagem da Álgebra Linear têm ganhado crescentemente a atenção de  pesquisadores de Educação Matemática. Uma das razões desse interesse é que a Álgebra Linear consta do currículo de diversos cursos da área de Exatas e é considerável o alto índice de reprovação, constatado tanto aqui no Brasil, (Celestino 2000), como no resto do mundo, conforme atestam autores do livro editado por DORIER (2000). Nesse livro, os pesquisadores concluíram que  além do problema da abordagem das noções da Álgebra Linear, o formalismo, a generalização, a simplificação e a unificação inerentes à Álgebra Linear são também responsáveis pelas dificuldades apresentadas pelos alunos em sua aprendizagem. Na conclusão do livro citado é enfatizada a necessidade de pesquisas a respeito da utilização de “alavancas-meta” no ensino e aprendizagem da Álgebra Linear. Dentre as possíveis alavancas meta, Dorier ressalta :- As informações constitutivas do conhecimento matemático que podem ser, por exemplo, os métodos e as (re) organizações. O professor, através de seu discurso associado a atividades, pode gerar reflexões nos alunos sobre os procedimentos aplicáveis a um problema, qual o melhor método, o que é comum à resolução de um conjunto de problemas semelhantes.- As informações constitutivas do funcionamento matemático, como por exemplo: informações sobre jogo de quadros (algébrico, geométrico, numérico, etc.) como um recurso para que o aluno se reorganize para resolver os problemas, ou ainda, como um recurso utilizado para uma melhor compreensão de noções da Álgebra Linear; informações sobre o papel dos exemplos e contra-exemplos como questionamentos passíveis de “alavancar” conceitos; ou ainda, informações sobre a passagem do antigo para o novo como elemento “meta”, que auxiliaria o aluno quando a mudança de pontos de vista é necessária.- As informações sobre a natureza dos conceitos a introduzir, a idéia de que alguns servem para resolver problemas particulares; outros para unificar, classificar, generalizar a posteriori; outros, ainda, são extensões de conceitos já introduzidos. - O papel do professor como orientador, propondo atividades que possam ser discutidas em grupo, ou em dupla, possibilitando aos alunos um apoio necessário para o que eles não sabem fazer sozinho. O professor executa as atividades falando, interrogando-se a si próprio, apontando possíveis erros, reorganizando o seu raciocínio verbalmente, de maneira a incentivar os alunos ao questionamento nos grupos de trabalho, à correção dos seus próprios erros, à reorganização de seus procedimentos, assim como à explicitação desses procedimentos. 

Além de evidenciar a importância das alavancas-meta, Dorier apresenta algumas noções elementares da Álgebra Linear, que julga merecerem atenção dos pesquisadores, tais como: combinações lineares, dependência e independência linear. Essas noções estão ligadas intrinsecamente à noção de base de um espaço vetorial. Daí, a importância de investigações sobre as abordagens dadas à noção de base, quando de seu  ensino, em um primeiro curso de Álgebra Linear.

Desenvolvimento e discussão. 
A elaboração das entrevistas respeitou a forma de entrevista semi estruturada. As entrevistas foram áudio-gravadas e as fitas transcritas para facilitar a análise do conteúdo das mesmas. 
Apresentamos a seguir a análise das entrevistas com dois professores, primeiramente a de Almeida e  depois a de Brito , que aparecem com pseudônimos para preservação do anonimato.

Almeida leciona numa universidade privada do estado de São Paulo há 27 anos. Fez mestrado em Matemática, e atualmente está fazendo doutorado em Educação Matemática. 

Em sua fala, Almeida afirma que: “... eu começo o curso conversando com eles que a gente vai fazer um estudo muito parecido com aquele que ele fez, ou até deveria ter feito no ensino médio, no fundamental, de estudar conjuntos, propriedades de conjuntos. Só que a gente está num momento que a gente faz um estudo de todos os conjuntos ao mesmo tempo no lugar de fazer conjunto como eles viam, separados: vamos estudar matriz; vamos estudar polinômios; vamos estudar números complexos. E agora é uma forma de estudar todos ao mesmo tempo desde que tenham uma estrutura básica.” Isso atesta uma preocupação desse professor em informar os alunos sobre a natureza dos conceitos matemáticos a serem introduzidos, em dar informações constitutivas do conhecimento matemático, o que poderá provocar reflexões dos alunos sobre os conceitos abordados. 

O professor, reitera ao longo de toda a entrevista que a noção de base está ligada a idéia de um sistema de geradores minimal. Para trabalhar a noção de base desse ponto de vista, Almeida conta que  inicia a reflexão sobre a necessidade de uma base para o espaço vetorial através da idéia da vantagem de representar todos os elementos de um espaço vetorial, utilizando apenas alguns desses elementos: “Depois de explorar muito bem isso, a gente quer buscar no conjunto, uma maneira de representá-lo usando elementos de modo a não ter que considerar os infinitos (o número infinito deles), já que têm alguns que eu consigo representar usando os outros.” Assim, o professor ao refletir sobre o “lucro” que se obtém ao economizar  tempo e trabalho, está levando o ouvinte a refletir sobre as vantagens da noção. Na continuação Almeida acrescenta: “E aí a gente vai para a lei da economia: o mínimo de vetores possível de onde sai a condição de independência. Então a base vem como conseqüência: que é uma maneira de eu trabalhar o conjunto, de eu conhecer o conjunto, de eu representar o conjunto usando um mínimo de vetores. Aí vem a base.” Através dessa abordagem, o professor propicia a quem o ouve, uma oportunidade de refletir sobre a razão de estar relacionando as noções de dependência linear à de sistemas geradores. 

O primeiro entrevistado recorre também ao uso da passagem do antigo para o novo: “E, é lógico, a gente faz para o IR2, o IR3, e o próximo passo, a gente transporta para os outros conjuntos, porque eles só viram no IR2 e no IR3, na Geometria Analítica. Então a gente puxa daí: [...] bom, a gente chegou nesses geradores, será que com matriz eu também consigo? Será que com complexo, eu também consigo? Complexo é mais fácil porque eles têm a representação no plano.[...] Para polinômios ...?”. , ao afirmar que “vai à Geometria Analítica buscar” o conceito de base dos conjuntos IR2 e IR3 ele dá oportunidade a quem estuda o assunto de generalizar para o Rn e depois para outros espaços vetoriais.

Almeida conta que, após conceituar base , nos cursos que ministra ele propõe atividades aos alunos, que devem realizá-las em grupo. Aqui o termo “atividades” significa “exercícios”, utilizando a noção desenvolvida anteriormente. Ao comentar sobre as vantagens do trabalho em dupla para a resolução dos exercícios, o professor afirmou: ”...na hora que se propõe para fazer uma coisa sozinhos que eles percebem o quanto ainda eles precisam para conseguir dominar.” O professor aqui está se referindo à oportunidade de reflexão dos alunos sobre as noções desenvolvidas e o auxílio mútuo. Segundo Dorier, este tipo de atividade em grupo pode promover uma maior comunicação entre os estudantes e pode-lhes dar oportunidade de se envolver ativamente em sua aprendizagem, gerando reorganizações sobre o conhecimento matemático.

Convém destacar também o que o professor releva de suas correções das atividades propostas: “Álgebra Linear, álgebra, qualquer representação matemática é uma história, tem que ter começo, meio e fim. Eu falo para eles: você não pôs o ‘happy end’, que é depois de tudo isso que você demonstrou, qual a conclusão? [...]. Para que você fez tudo isso? [...] olha, se isso e isso acontece, a definição diz que então isso é verdade, ou o teorema, estou garantindo que isso é verdade [...] Tem que ter as palavras, a vírgula, o eu, entendeu? Para dar uma seqüência, e tem que ter começo, meio e fim”. Almeida recorre a uma analogia com o modo de relatar uma história “que tem começo, meio e fim”, para ocasionar a apresentação das resoluções dos problemas propostos, de maneira formal, com argumentos matemáticos, explicitando e favorecendo uma reflexão sobre o conteúdo dos mesmos.

Estas foram as “passagens” da entrevista com Almeida que relevamos como parte de um discurso “meta” passível de se tornar uma alavanca-meta para a compreensao do estudante. 

O professor Brito leciona numa universidade pública do estado de São Paulo há 30 anos. Fez mestrado em Matemática, na área de Topologia e o doutorado em Física-Matemática. Realiza pesquisas na área de ensino de matemática do ensino superior.

Brito no começo da entrevista chama atenção para o seguinte fato: “... o que a gente tem de ferramenta na Álgebra Linear? A gente tem as duas operações nos espaços. Sabe somar e multiplicar por um escalar. É isso. Então, eu falo: tudo que a gente for fazer, essas são as nossas duas coisas que a gente vai carregar na mão. A gente não sabe fazer mais nada aqui. Então, a gente tem que aproveitar ao máximo essas duas operações, essas duas coisas que esses espaços têm”. Neste trecho, o professor utiliza uma analogia para o papel das operações adição e multiplicação por um escalar na estrutura de espaço vetorial: como as únicas ferramentas da Álgebra Linear. E assim ele traz informações sobre a natureza dos conceitos matemáticos a serem introduzidos.

O entrevistado não isola as diferentes noções de dimensão, dependência linear, base e isomorfismo em sua fala. Ele articula, trama essas noções de uma forma circular, sem estabelecer prioridade a nenhuma delas ao longo do discurso. Essa forma de expressão enfatiza a ligação entre essas idéias, o que pode fazer com que as idéias subjacentes ao estudo dos espaços vetoriais se revelem.

Em sua “trama”, utilizou uma série de analogias, como: vetores bem comportados “...porque basta um número finito de vetores bem comportados para que você consiga exibir qualquer outro elemento”; e ainda quando diz : “Agora, quando você pega o plano, se você tiver retas paralelas, você não consegue “amarrar” aquilo, é como se você fosse fazer...eu faço uma “colchinha de crochê”, uma “toalhinha”. É que se você tem que tecer alguma coisa, você precisa ter fios em duas direções pelo menos, senão você não consegue tecer nada, não é? Aí, então, não adianta você juntar um monte de retinhas, não é? Você tem que ir entrelaçando isso, tem que ir fazendo uma malha. Então, você precisa de duas direções para fazer o plano, então, a gente volta no plano e aí vê...E aí, o que significa, então, você escrever um vetor como combinação linear de dois?”. O termo colchinha de crochê, grau de liberdade, pode auxiliar a construção pelo aluno em aprendizagem, da noção de base e de dimensão de um espaço vetorial.

Esse professor, como o anterior, também utiliza a passagem do antigo para o novo, quando afirma que: “A gente vai, aí faz a coisa mais concreta com o plano, com o IR2, o IR3, percebendo então o que significa ser, por exemplo, no IR2, dois vetores ‘bem comportados’, são aqueles dois que não estejam na mesma reta.”, para através das analogias citadas, ocasionar reflexões a respeito das noções de base . 

O professor em diferentes momentos apresenta a idéia de base como a de um conjunto maximal de vetores linearmente independentes : “Então, tenta resgatar essa coisa da álgebra, da Geometria Analítica, em termos de espaços de dimensão menor do que três no IR3. Então, pega as retas pela origem, pega os planos pela origem e aí por isso que eu falo que talvez a Geometria Analítica seja importante porque você retoma com eles a questão de que você tem um “grau de liberdade”, dois ‘graus de liberdade’ ”. Ou , neste outro trecho: “Costumo falar para eles, por exemplo, que: quando você faz uma reta, está bom, você precisa, na verdade você tem um ‘grau de liberdade’, você precisa de um vetor para gerar essa reta e um ponto obviamente. Se esse espaço é um espaço vetorial, você precisa simplesmente de um vetor porque essa reta tem que passar pela origem.” O professor, na seqüência do seu discurso, já está falando sobre a base, sem oficializar o conceito quando lembra que existem “ali”, na representação do R3 no quadro, dois vetores linearmente independentes, que vão gerar um espaço vetorial. O entrevistado chama a atenção para o fato de que esse plano deve conter a origem dos eixos cartesianos, para que este seja um espaço vetorial. Ele implicitamente está utilizando a idéia de “conjunto maximal de vetores linearmente independentes” de um espaço vetorial. Brito continua utilizando exemplos da Geometria Analítica em seu discurso, fazendo a ligação com os subespaços do IR3. Ao falar sobre os subespaços do R3, os planos, retas que contêm a origem ou que passam pela origem no desenho.

Considerações finais

As análises das duas entrevistas apontaram não só os recursos meta passiveis de se tornarem alavancas-meta para a compreensao da noção de base, como também os recursos meta de ordem geral utilizados no desenvolvimento da Álgebra Linear que surgiram ao longo das entrevistas. 

A noção de base foi destacada como “básica”, prioritária para um primeiro curso de Álgebra Linear por ambos os entrevistados. É interessante notar que cada um dos professores sugeriu um tipo de idéia básica para a abordagem dessa noção :Almeida enfatizou a idéia de um sistema de geradores minimal e Brito a de um sistema maximal de vetores linearmente independentes.

A idéia de um sistema de geradores minimal pode gerar reflexões dos alunos sobre a vantagem de se conseguir um número mínimo de vetores para gerar o espaço, induzindo-os a compreender a necessidade de serem vetores linearmente independentes. Por outro lado , a idéia de um conjunto maximal de vetores linearmente independentes propicia a reflexão sobre a necessidade de se conseguir o maior conjunto linearmente independente que dará origem ao espaço, surgindo daí naturalmente a noção de sistema de geradores. Tanto uma idéia como outra explicitam uma articulação, entre as duas noções, vetores linearmente independentes e sistema de geradores dando origem ao conceito de base. São recursos “meta” passíveis de se tornarem alavancas-meta.

A utilização de uma forma coloquial para a introdução de noções como a de base e de outras que estão intrinsecamente ligadas a essa foi exemplificada por um dos professores, às vezes por ambos, através de analogias como: “vetores bem comportados”, “grau de liberdade”, “colchinha de crochê”, “vantagem”, “lucro”, “economia”. Estas analogias podem se tornar alavancas-meta para o ensino e aprendizagem da noção de base especificamente ou outras noções e idéias da Álgebra Linear.

Uma analogia que não está diretamente ligada à noção de base, mas que é interessante ressaltar, é a “história que tem começo, meio e fim” utilizada para ocasionar reflexões sobre a maneira dos alunos apresentarem as resoluções dos exercícios propostos, destacando a maneira formal com argumentações matemática, propiciando uma reflexão sobre os conteúdos dos mesmos. 

Outra possível alavanca-meta é o recurso de se enfatizar as operações adição e multiplicação por um escalar, como as ferramentas que inerentes a um espaço vetorial e que são suficientes para caracterizar um elemento genérico do espaço vetorial através de um número finito de vetores “bem comportados” desse espaço. Temos ai o exemplo de um “discurso sobre a Álgebra Linear” que possibilita uma  reflexão por parte dos alunos  motivando-os na “construção” da  noção de base de um espaço vetorial..

Convém ressaltar também a utilização da passagem do antigo para o novo, tendo a Geometria Analítica como o antigo. Esse recurso faz parte das informações constitutivas do funcionamento matemático que auxiliam o aluno quando a mudança de ponto de vista é necessária, integrando os conhecimentos precedentes aos novos conhecimentos, portanto, se constituindo em um recurso “meta” passível de se tornar uma alavanca-meta, utilizado por diversos livros didáticos e já destacado anteriormente por Araújo em sua dissertação. 

Ao destacar alguns recursos “meta” passíveis de se tornarem alavancas-meta, esperamos propiciar uma abertura para novas pesquisas sobre as alavancas-meta em sala de aula, bem como para a elaboração de seqüências didáticas que avaliem alguns dos recursos levantados nesta pesquisa. Outrossim, esperamos ocasionar reflexões por parte dos professores que lerem este trabalho a respeito da utilização de recursos “meta” em suas aulas.
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