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Resumo

Este artigo apresenta um estudo que visa analisar o raciocínio de alunos ao avaliar a resolução dada a uma equação de segundo grau levando em consideração os componentes formal, algorítmico e intuitivo descritos na teoria de Fischbein. Para isso, foi elaborado um questionário, aplicado a alunos de primeiro ano dos cursos de Engenharia Elétrica e Licenciatura em Matemática da PUC/SP. Os dados coletados foram analisados com o auxilio do software CHIC, que proporciona um estudo implicativo entre as variáveis levantadas para este fim. Nenhum aluno foi capaz de perceber que os componentes formais em jogo não estavam sendo satisfeitos pelos procedimentos algébricos (componentes algorítmicos) usados. O uso de regras sem sentido (componente intuitivo) foi observado. Entendemos que são necessárias mudanças no processo de ensino de resolução de equações e, para que elas ocorram é fundamental a inter-relação desses três componentes.

Introdução

Tsamir e Bazzini (2002) desenvolveram um estudo com alunos de Ensino Médio na Itália (192 alunos) e em Israel (210 alunos) envolvendo a resolução de inequações e observaram que alunos usam nas inequações as mesmas regras que aprenderam para resolver equações. “Efetuar a mesma operação em ambos os membros”, por exemplo, é para os alunos uma regra válida tanto em equações quanto em inequações. Entretanto, ela é usada incorretamente na resolução de ambas.

Em nossa experiência em salas de aula, lecionando a disciplina Cálculo Diferencial e Integral para primeiros anos do curso de Engenharia Elétrica da PUC/SP, nos deparamos com os erros cometidos pelos alunos na resolução de equações. Nessa observação, percebemos que existem alunos que memorizaram certas regras que devem ser usadas para resolver equações e as empregam sem se deter a analisar sua validade para a situação que se apresenta. Um exemplo disso, seria a regra de “muda de lado, muda de sinal”, e os alunos resolvem 
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. Esse dado foi efetivamente observado por Freitas (2002) com alunos de Ensino Fundamental.

Linchevski e Sfard (1991) apresentam um estudo dos resultados obtidos com a aplicação de um questionário envolvendo questões sobre a equivalência entre duas equações a 280 alunos entre 15 e 17 anos de escolas secundárias de Jerusalém. Os resultados obtidos indicam que, para os alunos,

“Uma equação é apenas um conjunto de símbolos que podem ser manipulados de acordo com certas regras arbitrárias.” (Linchevski e Sfard, 1991 – tradução nossa).

O aluno não faz as devidas relações entre os procedimentos de “transformação” de uma equação em outra equivalente e os conceitos formais que permitem a utilização desses processos para a obtenção de equações equivalentes.

Aparentemente não há um entendimento por parte do aluno de que o sinal de igual representa uma equivalência entre primeiro e segundo membros. Esse sinal é usado, muitas vezes, como um “sinal de fazer alguma coisa”, como se o primeiro membro representasse uma operação a ser feita, e o segundo membro o resultado dessa operação. Essa constatação também é feita por Ginsburg (1977, apud Kieran, 1981) e Denmark (1976, apud Kieran, 1981).

Para Sackur e Drouhard (1997), os alunos utilizam em qualquer contexto regras que são válidas em determinadas situações, mas não de maneira geral (local bits of knowledge). Dessa forma, um aluno pode usar como geral uma regra para a resolução de equações que é válida para um certo tipo de equação, mas não para todas. Por exemplo, o aluno, conhecendo a regra de que se o resultado de um produto é zero, então um dos fatores deve ser zero, é possível que ele faça uma generalização excessiva e use como verdadeira a regra: se 
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, por exemplo.

Aparentemente os alunos criam um conjunto de regras que devem ser usadas para a resolução de equações e de inequações. É possível que essas regras não tenham sentido para eles, pois elas são empregadas de maneira aleatória, sem reflexão sobre os conceitos matemáticos subjacentes que validam seu uso. O presente estudo tem por objetivo analisar o raciocínio feito pelo aluno na avaliação de uma resolução dada para uma equação levando em consideração os componentes formal, algorítmico e intuitivo do pensamento matemático presentes na teoria de Fischbein.

Para Fischbein (1993), os alunos devem aprender a produzir e avaliar afirmações matemáticas formalmente e intuitivamente. Para isso, o autor defende a interação entre os “três componentes básicos da matemática como atividade humana: o formal, o algorítmico e o intuitivo”.

Por aspecto formal o autor entende os axiomas, definições, teoremas, demonstrações, que representam o cerne da matemática como ciência formal. Os aspectos algorítmicos de um conhecimento são referidos como habilidades de usar procedimentos de resolução, compreendendo o conhecimento formal que o embasa. Já o componente intuitivo é:

“Um tipo de intuição que é aceita diretamente sem o sentimento de que qualquer tipo de justificativa é necessária. (...) Sendo aparentemente auto-evidentes, cognições intuitivamente aceitas têm um impacto coercivo em nossas interpretações e estratégias de raciocínio.” (Fischbein, 1993 – tradução nossa).

O componente intuitivo do conhecimento matemático pode estar de acordo com os componentes formal e algorítmico ou contradizê-los. Assim, ele pode tanto facilitar o papel do processo de aprendizagem quanto se tornar obstáculo para esse processo. A inter-relação entre esses três componentes é fundamental para o desenvolvimento de um raciocínio matemático produtivo. No caso da resolução de equações, acreditamos que a intuição possa desencadear o uso incorreto de procedimentos algébricos. É necessário que o aluno compreenda os aspectos formais que permitem esse uso, impedindo a interferência de aspectos intuitivos que estejam em desacordo com a situação proposta.

Procedimentos Metodológicos

Desenvolvemos um projeto de iniciação científica intitulado “Diagnóstico dos tipos de erros detectados na resolução de equações/inequações”, sob a supervisão de um professor doutor e orientação de duas professoras da PUC/SP. Este projeto teve, de março de 2003 a março de 2004, dois bolsistas, alunos do curso de Engenharia Elétrica da PUC/SP.

Um questionário foi elaborado pelas professoras orientadoras a fim de observar os possíveis erros cometidos pelos alunos na resolução de equações e inequações, e aplicado a 110 alunos, dos quais 28 estavam no primeiro ano do curso de Licenciatura em Matemática e 82 no primeiro ano do curso de Engenharia Elétrica, ambos os cursos da PUC/SP. A aplicação se deu no início do ano letivo de 2003, durante a aula de Cálculo Diferencial e Integral 1 (100 minutos) pela professora dessa disciplina em cada turma. Era de conhecimento dos alunos que eles participavam naquele momento de um trabalho de iniciação científica. Eles estavam livres para não se identificarem, se assim desejassem.

Neste artigo, trataremos dos resultados obtidos nas análises feitas até o presente momento sobre a questão que envolve a resolução de uma equação.

A questão a ser tratada:
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O objetivo dessa questão é verificar como os alunos interpretam uma equação e observar os procedimentos usados por eles para avaliar a resolução dada para uma equação de segundo grau. A equação 
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 foi escolhida por conter no primeiro membro um produto entre dois fatores envolvendo a incógnita. Tínhamos o intuito de observar se os alunos consideram válido o uso inapropriado que foi feito de um procedimento algébrico usado para encontrar as raízes de uma equação, como salientam Linchevsky e Sfard (1991).

Esperávamos que os alunos fizessem apenas uma leitura da frase do item (a), não explicitando a necessidade de encontrar um número real que satisfaça a sentença proposta. Uma outra possibilidade seria a resolução da equação já nesse primeiro item, o que revelaria seu entendimento da frase como uma proposta de resolução. 

Para o item (b), acreditávamos que os alunos aceitariam a resolução dada como correta. Outra possibilidade seria a de usarem a fórmula de Bhaskara para confrontar os resultados obtidos dessa maneira com os apresentados.

Resultados

Uma análise preliminar das respostas encontradas mostra que, dentre 110 alunos, 52 (aproximadamente 47,2%) consideram como incorreta a solução algébrica que lhes foi apresentada. Como justificativa para essa resposta, apenas 15 alunos deixam explícito que o procedimento usado está sendo confundido com aquele em que, se o produto entre dois fatores for zero, um deles deve ser zero. Dezenove alunos declaram que, ao substituírem os resultados encontrados para x (3 ou 6) na equação inicial, não obtiveram uma igualdade e 18 alunos entendem que a resolução está incorreta porque a fórmula de Bhaskara não foi usada. Dentre os 52,8% restantes, 30,6% (34 alunos) aceitam a solução apresentada para a equação como correta, 9,3% (10 alunos) iniciam uma resolução, mas nada concluem e 12,9% (14 alunos) deixam a questão em branco. 

A fim de fazer uma análise mais detalhada dos dados coletados, usamos o software CHIC (Classification Hiérarchique Implicative et Cohésitive) para uma análise implicativa de variáveis. Este tipo de análise relaciona comportamentos. Por exemplo, dados os comportamentos x e y, x(y significa que a maioria dos alunos que têm o comportamento x também têm provavelmente o comportamento y. Para isso, foi necessário um levantamento de variáveis pertinentes para o estudo, de acordo com as respostas obtidas para as questões. Após leitura dos questionários, feita juntamente com as professoras orientadoras, os alunos bolsistas levantaram 18 diferentes variáveis para o item (a) e 24 para o item (b). Entendemos que as respostas dadas por alunos de Licenciatura em Matemática e Engenharia Elétrica eram similares, por isso seus questionários foram analisados em conjunto.

Com o software CHIC, obtivemos um gráfico implicativo (ver Anexo), em que foram consideradas as variáveis com índice de implicação maior que 0,75. Para interpretá-lo, destacamos classes de variáveis que serão explicitadas.

A classe Bhaskara apresenta a relação entre as variáveis:

F5: Resolve o item (b) usando a fórmula de Bhaskara;

M5: Incapaz de identificar o erro na resolução dada em (b);

E5: Afirma que a resolução dada no item (b) está errada porque a equação não foi resolvida com o uso da fórmula de Bhaskara;

A5: Compreende que a resolução dada no item (b) está incorreta;

H4: Escreve por extenso a equação dada no item (a) como forma de interpretá-la;
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D4: Não associa a incógnita x ao conjunto dos números reais no item (a).

Essa classe mostra que alunos que resolvem equações de segundo grau usando a fórmula de Bhaskara podem entender que a resolução dada no item (b) está incorreta porque ela não faz uso desse dispositivo. Além disso, alunos nessa classe, ao usar de maneira impensada uma fórmula, não percebem que estão à procura de um número real que satisfaça a equação dada nem que tipo de número ele pode ser. Assim, eles não interpretam a frase e não associam x a um número real. 

Uma outra variável importante nesse grupo é M5, que mostra os alunos que, ao resolverem a equação usando a fórmula de Bhaskara, encontram raízes que não são as mesmas resultantes do procedimento usado na questão e não conseguem identificar se há erro em alguma das resoluções. 

A classe Aceitação envolve as variáveis:

X5: Resolve a equação no item (b) e encontra 
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AB5: Resolve a equação no item (b) e encontra 
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Z5: Não usou propriedade distributiva;

O5: Aceita parcialmente o erro;

B5: Aceita a resolução apresentada;

G5: Tenta resolver usando Bhaskara, mas não consegue;

M5: Incapaz de identificar o erro na resolução dada em (b).

As implicações entre essas variáveis retratam alunos que, ao resolver a equação dada, encontram como solução apenas um dos dois valores para x: 3 ou 6 e, por isso, aceitam parcialmente a solução apresentada no item (b). Além disso, essas variáveis associam-se à variável Z5, enfatizando possivelmente que os alunos encontram soluções que não são válidas para a equação que está sendo tratada por não usarem a propriedade distributiva da multiplicação em relação à adição, como são provavelmente acostumados a fazer. As variáveis Z5, G5 e M5 parecem mostrar que o não uso da fórmula de Bhaskara impediu que identificassem o erro, mas também que seu uso pode acarretar um resultado insatisfatório e a não compreensão do erro presente na questão.

Outra classe que aqui destacamos, a classe Algébrica, enfatiza a busca por uma solução algébrica para ambos os itens da questão.

R4: Não faz interpretação no item (a), mas resolve a equação e dá como resposta 
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T4: Não faz interpretação no item (a), mas resolve a equação e dá como resposta 
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I4: Busca uma solução algébrica para interpretar a frase;

J4: Não faz interpretação no item (a), mas usa a propriedade distributiva da multiplicação em relação à adição para resolver a equação;

B5: Aceita a resolução apresentada;

M5: Incapaz de identificar o erro na resolução dada em (b).

Quando a interpretação dada pelos alunos para a equação se apresenta de alguma forma algébrica (busca de uma solução), esta é com freqüência caracterizada por procedimentos não válidos para a situação proposta, como mostram as variáveis R4 e T4. As implicações dessa classe mostram que provavelmente os alunos com essa característica aceitam a resolução apresentada ou não identificam o erro. Aparentemente, o próprio aluno resolveria a equação da maneira apresentada, se lhe fosse pedido. 

Outra classe de variáveis destaca:

I5: Identifica que há erro na resolução apresentada no item (b);

D5: Afirma que a resolução dada no item (b) está errada porque a multiplicação dos dois fatores não é igual a zero;

A5: Compreende que a resolução dada no item (b) está incorreta;

C5: Afirma que a resolução dada no item (b) está errada porque as soluções encontradas não são raízes da equação dada.

A classe Solução Errada mostra que existem alunos que percebem o erro na resolução dada no item (b) e o fazem porque compreendem o uso inadequado de um procedimento algébrico ou porque substituem os resultados exibidos e verificam que eles não satisfazem a equação.

Duas outras implicações aparecem com alto índice de implicação envolvendo as variáveis:

B4: Não responde o item (a);

L5: Não responde o item (b);

A4: Responde corretamente o item (a);

O4: Associa x ao conjunto dos reais no item (a).

O aluno que se encaixa na variável A4 interpretou a frase lembrando que se está à procura de um número que satisfaz a equação dada.

A implicação entre B4 e L5 (índice de implicação: 0,99) representa os alunos que não interpretam uma equação e também não são capazes de extrair elementos de uma resolução para julgar se ela é verdadeira ou não. Essa implicação ressalta a possibilidade de haver uma relação entre a falta de entendimento do significado de uma equação por parte do aluno e a compreensão da equivalência entre as equações que formam uma resolução.
A implicação entre A4 e O4 (índice de implicação: 0,98) mostra os alunos que compreendem o significado de uma equação e a importância de determinar o universo na qual estão inseridas as suas raízes.

Considerações Finais

De maneira geral, podemos fazer algumas considerações tendo em vista os resultados observados. 

Nenhum aluno esboçou alguma tentativa de resolução gráfica para a equação apresentada. Qualquer que fosse a alternativa escolhida para tratar o problema proposto, ela era algébrica.

A fórmula de Bhaskara é um dispositivo presente no aprendizado desses alunos. Eles se apoiaram na certeza de que seu uso traria o resultado correto. Entretanto, ela não colabora para que o aluno compreenda outras soluções.

Considerando o gráfico implicativo, a classe Bhaskara representa alunos que de alguma forma estão familiarizados com a fórmula de Bhaskara para resolver equações de segundo grau. Ela se mostra como o único dispositivo satisfatório para essa resolução, pois as implicações entre variáveis dessa classe apresentam alunos que associam a resolução incorreta com o não uso da fórmula. Não há indícios de que esses alunos perceberam que a regra usada não era válida nem de que eles procuraram verificar se os valores encontrados satisfaziam a equação. Está presente aqui a confiança em um único procedimento algébrico (componente algorítmico) sem, entretanto, um estudo mais cuidadoso da resolução que foi apresentada.

Kieran (1981) afirma que, para que o aluno tenha uma conceituação adequada dos processos de resolução de equações, ele precisa entender:

“Não só que ela envolve o entendimento da noção de que o primeiro e o segundo membros da equação são expressões equivalentes, mas também que cada equação pode ser substituída por uma equivalente.” (Kieran, 1981 – tradução nossa).

Esses conceitos essenciais para a resolução de equações (componentes formais) não parecem familiares ou usuais aos alunos na medida em que eles não identificam que a resolução apresentada possui passagens nas quais as equações não são equivalentes, e é exatamente este fato que a torna inválida.
A classe Aceitação é composta por variáveis que revelam mais que as implicações entre elas. Para interpretar a frase enunciada, os alunos procuraram resolver a equação nela contida. Em especial nesse ramo do gráfico, as tentativas algébricas de resolução evidenciam o uso de regras similares à apresentada no item (b) da questão. Os alunos ignoram a necessidade de equivalência entre as equações que compõem a solução e como Linchevski e Sfard apontam, usam de regras sem sentido. O componente algorítmico (as etapas da resolução feita pelos alunos) sofreu interferências que estão em desacordo com os conceitos essenciais para a compreensão dos processos de resolução de equações (componente formal). A compreensão do significado de uma frase matemática como a exibida no questionário é fundamental para que o aluno compreenda se seus procedimentos são válidos para a situação com a qual ele se depara.

Dentre os alunos que responderam ao questionário, existem os que não compreendem uma equação como uma equivalência, não conseguindo, então, avaliar uma resolução como verdadeira ou falsa. Outros não compreendem que o procedimento usado na questão é inadequado para a situação apresentada, apesar de serem capazes de avaliar que os valores encontrados não satisfazem a equação.

Procuramos, nas análises do gráfico implicativo, observar se há indicações para possíveis estudos dos componentes formal, algorítmico e intuitivo dos conhecimentos necessários para a resolução de equações, pois, de acordo com Fischbein (1993), os componentes intuitivos de um conhecimento matemático podem interferir no processo de aprendizagem do aluno e é fundamental que os três componentes estejam inter-relacionados.

Entendemos que deve ser dada atenção às interferências no aprendizado causadas tanto pelos componentes intuitivos quanto pela falta de coordenação entre este e os outros componentes.

O estudo aqui descrito ressalta a necessidade de se determinar aspectos formal, algorítmico e intuitivo relacionados à resolução de equações, pois:

“Sem entender o relacionamento entre os componentes formal, algorítmico e intuitivo do raciocínio matemático, fica difícil ou mesmo impossível encontrar a abordagem pedagógica correta.” (Fischbein, 1993 – tradução nossa)

Os resultados obtidos com o questionário aplicado apresentam dificuldades que os alunos têm em resolver equações que precisam ser contornadas pelo ensino. A compreensão dos aspectos tratados na teoria de Fischbein pode ser fator determinante para tomadas de decisões no processo de ensino.
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Anexo – Gráfico Implicativo – CHIC
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Considere a frase matemática “x (x-3) = 3 no conjunto dos números reais”.


Escreva, com suas palavras, o que essa frase significa para você, isto é, qual é o entendimento que você tem ao ler a frase.


Um amigo seu, solicitado a resolvê-la, apresentou o seguinte raciocínio:


� EMBED Equation.3  ���


Resposta: x = 3 ou x = 6.


Discuta a resolução dada por seu amigo e justifique cada uma das passagens feitas por ele.





M5      não identifica o erro





D4      não associa x a R





E5      resolução errada: usar Bhaskara





A5      resolução está errada





H4      frase por extenso





0,99





1,00





0,88





0,90





F5      resolve (b) com Bhaskara





0,84





A5      solução errada





I5       há erro na resolução 





3 e 6 não são raízes    C5





D5      solução errada: não é zero





1,00





1,00





1,00





M5     não identifica o erro 





X5     resolve e encontra x=6





Z5     não usou distributiva





AB5   resolve e encontra x=3





O5     aceita parcialmente o erro 





G5     tenta Bhaskara





1,00





B5     aceita a resolução apresentada





0,77





1,00





1,00





1,00





0,92





interpreta x=3     R4





M5     não identifica o erro





T4      interpreta x=3 ou x=6





usa distributiva    J4





I4     busca solução algébrica





B5     aceita a resolução apresentada





0,92





0,92





0,93





0,77





0,79





1,00
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