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Capitulo 1

SUPERFICIES E CURVAS
NO ESPACO

1.1 As Conicas

O conhecimento das equagoes das conicas no plano e de seus desenhos é fun-
damental para o entendimento das superficies j4 que na maioria das vezes as
segbes das superficies (principalmente das supérficies quddricas) serdo curvas
coOnicas. As conicas foram estudadas em Geometria Analitica I e sendo assim
apresentaremos uma breve revisao enfocando os aspectos mais relevantes para
que nao haja dificuldades no estudo de superficies.

Definigao: Uma conica em R? é um conjunto de pontos cujas coordenadas
satisfazem uma equagao do segundo grau em z e y da forma geral:

Az’ + Bay+Cy? + Dz + Ey+F =0

Em nosso estudo vamos estudar as conicas cujas equagoes sdo da forma
reduzida:

y=azx?+bzr+c

pois toda equagao na forma geral pode ser escrita na forma reduzida mediante
uma converniente escolha de eixos coordenados. Vamos agora apresentar as
conicas cujo conhecimento é indispensavel para o estudo das superficies:

1.1.1 Circunferéncia

a) Circuferéncia: A equagdo de uma circunferéncia de raio r e centro no ponto
C(0,0) é dada por



Exemplo 1 : Ser =1 temos a circuferéncia de equacio x> +y> =1

Exemplo 2 : Faca um desenho da circunferéncia x2 + 3% = 15

Neste caso r? = 15 e portanto r = v/15, logo temos uma circunferéncia de
raio v/ 15 = 3.873

Exemplo 3 : Faca um desenho da circuferéncia x2 + y* = 36

b) A circunferéncia com centro no ponto C(zg, o) e raio r tem a seguinte
equagao:

(@ —m0)” + (y — o) =12

Exemplo 4 : Faga um desenho da circunferéncia (x —1)° + (y —2)2 =4



E fécil ver que o centro da circunféncia é C(1,2) e raio r = 2

4

Exemplo 5 : Faga um desenho da circunferéncia (x + 2)° + (y +2)2 = 10

Observe que neste caso © — xg = ¢ + 2 = = — (—2) e portanto zg = —2,
analogamente yo = —2. O centro da circunferéncia ¢ C'(—2,—2) e o raio é r =

V10 = 3.1623

Exemplo 6 : Faca um desenho da circunferéncia x2 + y? — 6z + 4y + 12 = 0.

Neste caso nao sabemos de imediato identificar a circunferéncia pois sua
equagao nao estd na forma padrao que nés conhecemos. Devemos entao trabal-
har com a equagao de modo que possamos expressa-la na forma padrao. Isso
pode ser feito usando o que chamamos de ”completar os quadrados” do seguinte
modo: Agrupando os termos em = e y temos

22 —6r+y>+4y+12=0

De modo a obter um quadrado perfeito em 2 devemos ter a expressao z2 —

6z + 9, e como nao podemos alterar a equagao acima vamos somar e diminuir 9



na equagao . Da mesma maneira para obter um quadrado perfeito em y devemos
ter a expressao y? + 4y + 4 e para isso vamos somar e diminuir 4 na equacio .
Note que este é um procedimento correto pois na realidade estamos adionando
zero a equagao o que a mantém inalterada. Fazendo isso obteremos a mesma
equacgao, apenas escrita de uma forma conveniente de modo a identificarmos a
circunferéncia:

22 —6r+yi Ay +12 =

22— 6 4+9-9+y  +dy+4—44+12 =
(22 —624+9) =9+ (" +4y+4) —4+12 =
(z—3)2-9+(y+2)?2—-4+12 =

(x—3)2 -9+ (y+20°—4+12 =
(z-3+@y+2?>*-1 =

(z -3+ (y+2)? =

_ o O O O O O

Assim temos uma circunferéncia de raio r = 1 e centro em C(3,—2). Com-
plete este exemplo fazendo o desenho desta circunferéncia

1.1.2 Elipse

a) Elipse: A equagdo da elipse com centro na origem do sistema coordenado e
semieixos a e b é da forma:



Note que a circunferéncia é um caso particular da elipse quando a = b =r.

Exemplo 7 : Faca um desenho da elipse

2?2

23

Observe que o semi-eixo menor ocorre no eixo = e tem comprimento 2, o
semi-eixo maior ocorre no eixo y e tem comprimento 3.

=1

Exemplo 8 : Faca um desenho da elipse

22 g2
N A—l
9+4

Para fazermos o desenho da elipse devemos colocar a equagao na forma
padrao:

SC2 y2

36 16

Neste caso temos a?> = 36 e b = 16, portanto o semi-eixo maior é a = 6 e o
semi-eixo menor é b =4



b) A elipse com os eixos paralelos aos eixos coordenados e com centro no
ponto C(xo,yo) tem equacdo da forma:

(v — CEU)Q (y — ?Jo)2
a? * b2

=1

Para desenharmos esta elipse fazemos a mudanga de varidvel

/
r = T—x
/

Yy = Y—Yo

e temos a equacao da elfpse no novbo sistema de coordenadas

Neste novo sistema 2y’ o centro da elipse serd no ponto C’(0, 0) e os semin-eixos
serao a e b, enquanto que no sistema xy o centro é C(:lco, yo).

Exemplo 9 Faca um desenho da elipse

=1

(z-1?% (y-17°
%5 4

Neste caso a elipse tem centro no ponto C(1,1) e semi-eixos a =5 e b =2



1-“-\5"..'!-—" ILo—"‘If--E =2
T "

Exemplo 10 : Faca um esbogo da elipse

(@+2)? (=37 _

7 11 !

Exemplo 11 : Faca um desenho da elipse 25x2 + 4y?> — 50z + 8y — 59 =0

Sugestao: Complete os quadrados e coloque a equagao na forma padrao da
elipse

75T

10



1.1.3 Pardbola

A equagdo geral da pardbola é da forma Az? + By + C = 0 (eixo de simetria
paralelo ao eixo y) ou Ay? + Bx + C = 0 (eixo de simetria paralelo ao eixo ).
A equagdo da pardbola com vértice na origem do sistema coordenado pode

1

A o 9 R -
ser reduzida a forma mais simples 2* = 2py ou y = az® (com a = 3;).

Exemplo 12 : Faca um desenho da pardbola y> —x =1

Neste caso o eixo de simetria é paralelo ao eixo z e podemos escrever a
equacao na forma

z=9>—1

Note que a pardbola corta o eixo dos y nos pontos y; = 1 e yo = —1 que sao
as raizes da equacdo y?> — 1 = 0 e possui a concavidade voltada para a direcio
positiva do eixo y ja que o coeficiente de y* é 1 (positivo):

Exemplo 13 : Faca um esbogo da pdrdbola y = Sx>

11



6
4
2
2 4 00 1 2

Exemplo 14 : Faca um desenho da pardbola 2y? — 4y —2x —2 =0

Sugestao: Isole o z, encontre as raizes da equagao de segundo grau em y
(que sdo pontos onde a pardbola corta o eixo dos y, fazendo 2 = 0) encontre o
vértice. Use seus conhecimentos de cédlculo 1.

1.1.4 Hipérbole

Equacao da hipérbole com centro no origem do sistema de coorde-
nadas

A equagdo da hipérbole é:

12



2?2
2 b2
quando o eixo real estd sobre o eixo dos x e seu centro é a origem do sistema
coordenado. Asretasy = % ey = — 2z sdo chamadas assintotas dessa hipérbole

e os pontos Vi (a,0) e Va(a,0) sao chzamados vértices dessa hipérbole.
Y s
/ 7
e
: <
-+ //
1 A
Y
a4

=1

Ml&w
|
[\Balww
Il
—_

Exemplo 15 :

13



A equagao da hipérbole é:

quando o eixo real estd sobre o eixo dos y e seu centro é a origem do sistema

coordenado. As retas y = gx ey = —%

ponto V1(0,b) e V5(0, —b) s@o os vértices.

x sao as assintotas dessa hipérbole e os

.
>~

:_'::::\“-I

AN
N




Exemplo 16 : & — 53 =1

Para desenhar uma hipérbole é conveniente inicialmente desenhar as assin-
totas e marcar os vértices (pontos P(a,0) e P(—a,0) para o caso da hipérbole
com eixo real no eixo dos z) e logo em seguida determinar mais dois ou tres
pontos da hipérbole; quanto mais pontos da hipérbole forem obtidos melhor
serd o tracado.

Exemplo 17 : Fazer o desenho da hipérbole

922 —Ty> =63 =0

Note que a equagao desta hipérbole nao estd na foram padrao. Colocando
na forma padrao temos:

N a—t

7 9

que é a equagao reduzida da hipérbole com eixo real sobre o eixo dos .

Neste caso, a?> = 7e b?> = 9, portanto a = /7 e b = 3. As assintotas sdo
as retas y = %x ey = —%x. Os vértices serao os pontos V; = (\/7 ,0)e
Vo = (—\/7 ,0). Observe que para marcar os pontos devemos tomar x > VTe
xz < —/7 . Vamos agora determinar alguns pontos da hipérbole:

Para x = 3 temos:

15



32 y2
——= =1
7 9
y?
—= = 1-1.2857
9
2
Y
—= = —.2857
9
> 2.5713
Yy +1.6035
Para z = 4 temos
42 2
£ oy
7 9
Y2
—= = 1-2.2857
9
2
Y
—= = —1.2857
9
> = 11.571
y +3.4016
Analogamente temos para * = —3,y = £1.6035 e para x = —4,y =

+3.4016.
Colocando numa tabela de pontos temos

T Y

7 0
,\/7 0
3 +1.6035
-3 +1.6035
4 +3.4016
—4 +3.4016

16



y
st
25T
-5 25 0 5 5
X
25T
57T
Faca o desenho da hipérbole
2 2
x
vt
4 16

Equagao da hipérbole com centro fora da origem do sistema de coor-
denadas

A equagdo da hipérbole com centro no Ponto C(zg,yo) e eixo real paralelo ao
eixo dos z é:

(z — 20)? _ (y —v0)® -1
a? b2 B
A equagdo da hipérbole com centro no Ponto C(zg,yo) e eixo real paralelo
ao eixo dos y é:

2 2
(y — vo) _(33—330) -1
b2 a? N
Para fazermos o desenho de uma hipérbole com centro fora da origem pro-
cedemos da seguinte maneira: Consideramos os eixos auxiliares ¥’ = z — xg e

y' =1y — yo, logo temos as equagoes

17



(«)? _ @)?

a? b2
ou
W) (@)?
2 a2 1

Procedemos como descrito anteriormente usando os novos eixos auxiliares z’
!

ey

Exemplo 18 : Fazer um desenho da hipérbole:

922 —4y? — b4z + 8y + 113 =0

Devemos completar os quadrados e colocar a equagao na forma padrao (faga
isso como exercicio) para obter:

(y—1?° (z2-3)?
9 4
nestecasor’ =x—3ey =y—1
w)? ()?
9 4

Neste novo sistema temos que os vértices sdo os pontos V] = (0,3)
(0, —3).Observe que no sistema xy os vértices sdo V3 = (3,4) e Vo = (3,-2) e 0
centro é o ponto C(3,1)

=1

=1

D
S
Il

18



Exemplo 19 : Faca um desenho da hipérbole 7Tx% — 9y? 4+ 28z + 54y — 116 = 0

10,

-10

-10

1

9




1.2 Superficies

1.2.1 Introducao

Passaremos agora ao estudo das superficies que serd de grande auxilio em outras
disciplinas e também na vida pratica do académico. Existem muitas defini¢oes
de superficicies dependendo do nivel de profundidade, mas nesta breve ex-
planacéo de carater introdutério daremos a defini¢do mais simples e mais usual.

Definigao: O conjunto dos pontos cujas coordenadas satisfazem uma tnica
equagao da forma F(z,y,z) = 0 é denominada superficie.

Exemplo 20 :

Plano: z+4+y+2z=0
Cilindro: 2% +9y% =4
Esfera: 22 +y?+22=1

1.2.2 Superficie Cilindrica

E a superficie gerada por uma linha reta que se move de maneira que é sempre
paralela a uma dada reta fixa e passa sempre por uma curva dada também
fixada. A reta que se move é denominada geratriz e a curva dada fixa é
a diretriz da superficie cilindrica. Em nosso estudo de superficie cilindrica
consideraremos a diretriz como sendo uma curva que se encontra num plano
coordenado e a reta fixa serd sempre o eixo coordenado que é ortogonal ao
plano coordenado que contém a curva diretriz. A diretriz terd entdo uma das
seguintes formas:

fly) = 0e 2=0
flz,z) = 0e y=0
fly,z) = 0e =0

20



reta geratn=
do cilindro

=ecao de um cilindro

Observagao: Um cilindro é uma supeficie que se estende ao infinito e nos
desenhos apenas desenhamos uma parte do cilindro onde subetende-se em qual
diregdo o cilindro se estendera. O desenho serve apenas para termos uma vi-
sualizagao parcial do cilindro no espago para podermos melhor operar com eles

analiticamente.

Exemplo 21 Cilindro y = z?

21
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Exemplo 22 Cilndro 2> + 422 =4

Elliptical trace

T Q(xgr x5 2)

Py %% 0)

{cross section) Z Generating ellipse:

\

22

xt+dzi=4




Exemplo 23 Cilindro y> — 22 =1

Z

- T%le gegerating hyperbola:
y' -zt =1

Cross sections
perpendicular to x- axis

Exemplo 24 Cilindro 2> — 22 =1

23



The hyperbolic cylinder x2 — z2= 1

On this part, On this part,

x=Vz?+ 1. i x=—Vz?+1.

Exemplo 25 : Construir o cilindro cuja diretriz é a pardbola 2> =4y ez =0

Observe que neste caso a curva estd no plano xy e portanto a geratirz é o
eixo z.

Exemplo 26 : Construir o cilindro y = e*,x = 0.

24



Exemplo 27 : Construir o cilindro dado pela diretriz (x — 1)? + (2 — 2)? =
Ly=0

Exemplo 28 : Construir o cilindro %2 + % =1.

De agora em diante omitiremos a varidvel que ¢é igual a zero e forneceremos
apenas a equagao da curva em determinado plano subentendendo-se que se trata
de um cilindro cuja diretriz é dada pela equagao da curva indicada.

25



Exemplo 29 : Construir o cilindro cuja diretriz é a curva dada por > +y? = 4
ez=0

1.3 Cilindros projetantes de uma curva

Dada uma curva no espago representada pela intersegao das superficies

f(:c,y,z) =0

podemos representa-la analiticamente por qualquer das equagoes de duas super-
ficies que se interceptam segundo a mesma curva. As superficies mais amenas
para se trabalhar sao os cilindros e dada uma curva no espago podemos sempre
obter esta mesma curva através da intersecdo de dois cilindros. Com efeito,
consideramos os sistemas equivalentes ao sistema (1.1) formado por um par
qualquer das equagoes

Fz,y) = 0
Gy,z) = 0
H(z,z) = 0

resultante da eliminacao respectiva das varidveis x, y, z. Cada um desses sistemas
representa a mesma curva C.

Geometricamente estes cilindros sao obtidos projetando-se a curva nos trés
planos coordenados e por isso estes cilindros sao chamados cilindros proje-
tantes da curva.



Exemplo 30 : Determinar os cilindros projetantes da curva dada pela inter-
se¢ao das superficies
d? +y?+22 -7 = 0 (1.2)
202 P — 2241 = 0

Eliminando a varidvel x : Multiplicamos a segunda equagao por 2 e a primeira
por —1 e em seguida somamos as duas equagoes:

B TR R
4a? 4+ 2y% — 22% + 2

y?—322+9 =
32—y = 9
Eliminando a varigvel y : Voltamos ao sistema (1.2) multiplicamos a segunda
equacao por —1 e somamos com a primeira equagao
a4 + 22 -7 =
222 — gy + 22 -1

20422 -8 = 0
2422 = 4
Eliminando a varidvel z : Voltamos ao sistema (1.2) e adicionamos as duas
equagoes
42+ +22 -7 = 0
22 4+92 2241 = 0

622 +2y> —6=0
32 +y* =3
A mesma curva representada pelo sistema (1.1) pode ser ser substituido

por qualquer um dos sistemas seguintes formados pelos cilindros projetantes da
curva:

22+ 22 =

322 —y? =

22422 =
322 —y? =

O =~ o W = W

27



1.4 Construcao geométrica da curva formada pela
intersecao de seus cilindros projetantes

Para tracarmos a curva de intersecao de dois cilindros projetantes nao neces-
sitamos desenhar os cilindros completos, basta apenas desenharmos as curvas
diretrizes de cada cilindro nos planos coordenados correspondentes e através de
segmentos paralelos aos eixos coordenados podemos obter cada ponto da curva
de intersecao.

Consideremos os dois cilindros projetantes

y = a’
422 = 4
Inicialmente vamos desenhar cada cilindro separadamente e em seguida va-

mos construir a curva de interse¢ao dos dois cilindros:
a) Cilindro y = 2?2

Note que no plano zy temos a pardbola y = x>

b) Cilindro y?+2? = 4

28



Note que no plano yz temos a circunferéncia y? + 22 = 4
¢) Vamos agora desenhar os dois cilindros conjuntamente no mesmo sistema
de coordenadas

d) Vamos agora tragar a curva de intersecdo dos dois cilindros e para isso
necessitamos apenas das curvas diretrizes nos respectivos planos coordenados.
Depois de se obter a curva de intersegao podemos entao desenhar os cilindros
para termos uma visualizagao completa dos cilindros e da curva de intersegao.

Para simplicar a obtengao da curva de interse¢ao adotaremos sempre o
primeiro octante para efetuarmos o tracado sendo que para os outros octantes o
procedimento é o mesmo e além disso por simetria podemos sempre inferir qual
serd a curva completa.
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Claramente os pontos A e B pertencem a curva de interse¢ao mas também
podem ser obtidos usando-se a técnica geral de construgao da curva de intersegao
que vamos agora descrever.

Vamos tomar um ponto P qualquer de uma das curvas e através de segmentos
paralelos aos eixos coordenados ”ir de encontro” a um ponto da outra curva. Na
figura abaixo partimos do ponto P da curva z? + y?> = 4 e vamos de encontro
ao ponto @ da curva y = x2. Para isso tracamos inicialmente o segmento PM
paralelo ao eixo z e em seguida o segmento M (@) paralelo ao eixo x

O ponto C da curva de interse¢ao dos dois cilindros é agora obtido através
da intersecao da reta r que passa pelo ponto @) e é paralela ao segmento PM
com a reta s que passa pelo ponto P e é paralela ao segmento QM.

Utilizando este mesmo procedimento com vérios pontos obtemos a curva de
intesecao:
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Figura 1.1:
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Figura 1.2:
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Exemplo 31 : Obter a curva de interse¢io dos cilindros x> +y? = 1 e x?+2% =
1.

Vamos apenas desenhar as curvas diretrizes nos planos coordenados (uti-

lizando somente o primeiro octante) e através do processo descrito acima vamos
encontrar a curva de intersecao dos cilindros.
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Agora desenhamos no primeiro octante o desenho completo da intersecao
dos dois cilindros,

Exemplo 32 : Utilizando o procedimento descrito acima obtenha a curva de
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intersecao dos cilindros, no primeiro octante, dados por:

1
z = =

y
@+ (y-2)7 = 1

Note que neste caso devemos ter y > 0.

Exemplo 33 : Determine dois cilindros projetantes da curva dada pela inter-
secao das superficies dadas abaizo e faca um desemho da curva de intersecdo
das superficies no primeiro octante do sistema Ox,0y e 0z.

Tx2 + 14y + 6322 — 28y = 63
622 + 3y? — 2722 — 24y +27=0

Solucao: Para obter os cilindros projetantes devemos trabalhar com as
equagoes de modo a eliminar sucessivamente as varidvieis x,ye z. Para mel-
hor trabalhar com as equagoes observe que podemos simplificd-las um pouco,
dividindo a primeira equagao por 7 e a segunda por 3. Fazendo isso temos:

2?4+ 22 + 922 — 4y =9 (1.3)

22% 4+ 9% — 92% — 8y = —9 (1.4)
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Observe que facilmente podemos eliminar a varidvel z somando as equagoes:

224+ 202 +922 -4y =9
+ 2 2 0,2 _Qy — _
2z +y* — 92 — 8y = -9
322 4+ 3y — 12y =0
Para eliminar a varidvel = multiplicamos a primeira equagao por 2 e sub-

traimos a segunda equacao da primeira:
_f 227 +4y* +1822 -8y =18
222 + 4% — 922 — 8y =—9
3y? +272% =27

Observe que neste caso nao vamos conseguir eliminar facilmente a varidvel y,
mas como jé temos dois cilindros projetantes vamos usé-los para obter a curva
de intersecao. Os cilindros projetantes sao:

3224+ 3y — 12y =0
3y? + 2722 = 27
Note que na equacio 3z2 + 3y? — 12y = 0 temos ye y?,logo devemos ”com-

pletar os quadrados” de modo a obter uma equacao mais simples para podermos
identificar a curva e fazer seu desenho:

322 + 3y% — 12y

2?2 +y? — 4y

2?4y —dy+4—4
2+ (Y —dy+4) -4 =

x2+(y2—4y+4)
2t (y-2)? =

=~ ke O O O O

Portanto os cilindros projetantes sao:

22+ (y-2° = 4
2
%4—22 =1

Observe que o primeiro cilindro é gerado por uma circunferéncia de raio 2 no
plano zy com centro no ponto C(0,2) e o segundo cilindro é gerado por uma
elipse no plano yz com semi-eixo maior 3 no eixo y e semi-eixo menor 1 no eixo
z
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1.5 Primeira lista de exercicios

1) Construir os cillndros projetantes das curvas e construir a curva dada
pela interse¢@o das superficies:
a)r?+2y°+22=2ea?—9y?-222+1=0
b) 22 +y? +22+z2=12dea® —9y? —22+32=0

Ydr? + 2+ 22 =T2e2? +3y? - 22 +1=0

ya? =3y’ -3z +z=0e2’+y* +2+2=0

Y222 +3y2 +z=12e222 —9y? —-32+4=0

Y32t +2z2=12ey? —x+22=4

Yy?+422 —3r=4dey? —22+20=0

Yy?+422 —3x=4dey? —22+2r =4

)22 +202 4922 —dy =92 ex?+9y?—922 -8y +9=0

a2 +2yt+ 22 —dz=dex?—y? -222+82=0

k)22 —y? +82+4y=0e222+y? +42 -4y =0

1.6 Equacgoes Paramétricas

Uma curva no espago pode se representada por trés equagoes da forma

z = f(t)
y=g(t) (1.5)
z = h(t)
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t H i E
-4 1 -4 16
-3 1 -3 9
-2 1 -2 4
-1 1 -1 1
0 1 0 0
1 1 1 1
2 1 2 4
3 1 3 g
4 1 4 16

Figura 1.3:

onde cada coordenada do ponto da curva depende um parametro ¢. Convenciona-
se usar a notagao t para o parametro em virtude das equagoes paramétricas
serem usadas na fisica para representar o movimento de uma particula em fungao
do tempo. Mas poderemos usar outras notagoes para o pardmetro, como por
exemplo 6 e s.

Se na primeira equagao isolarmos o valor de ¢ e substituimos este valor nas
outras duas equagoes teremos as equagoes da curva na forma cartesiana:

F(z,y)
G(z,z) =

Estas séo as equagoes cartesianas dos cilindros projetante da curva (1.5)

Exemplo 34 : Fazer uwm desenho da curva

r=1
y=1
z = t2

Para fazer o esbogo da curva podemos proceder de dois modos:

a) Determinamos cada ponto da curva atribuindo valores ao parametro ¢ :
Marcamos cada um dos pontos no sistema tridimensional

Pi(1,-4,16), P»(1,-3,9), P5(1,—2,4), P4(1,-1,1), P5(1,0,0), Ps(1,1,1),
Pr(1,2,4), Ps(1,3,9), Py(1,4,16)
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Em seguida unimos os pontos para visualizarmos a curva. E claro que
quanto mais pontos tivermos mais preciso serd o tragado da curva. As equagoes
paramétricas sao ideais para fazermos tracados de curvas no computador pois o
computador pode computar em pouquissimo tempo uma grande quantidadade
de parametros e pontos da curva.
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b) Outra maneira é passar as equagdes paramétricas para as equagoes carte-

sianas:
T
y=t
z =12

logo temos uma pardbola em cima do plano x = 1. A projecao da pardbola no
plano zy te equacio z = 3>
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Equagoes paramétricas de algumas curvas:
Circuferéncia com Centro C(xg,yo) e raio r no plano:

x(0) = x9+rcosh
y(@) = wyo+rsind
Elipse com centro C(zg,yo) e semi-eixos a e b no plano.
z(0) = xo+acosh
y(0) = yo+bsinb
Reta com vetor diretor v = (a,b,c) passando pelo ponto P(zg, o, 20) 10
espago
z(t) = =xo+at
y(t) = yo+0t
2(t) = z0+c(t)
Exemplo 35 Desenhe a curva
x =2cosf
y = 2sinf
z=3
Passando para coordenadas cartesianas temos
Py = 4
z = 3

logo a curva é uma circuferéncia em cima do plano z = 3 e a projecao dessa

curva no plano xy é a circunferéncia x> +y%> =4
z

A .

1 The circle

x2+y2=4,z=3

2,0,3)
/

~
The plane

z=13

! i
h I
I
T :
|
|

) ©0,2,0)
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Exemplo 36 : Desenhe a curva

=2
y = 2cosf
z = 2sin6

Observe que a proje¢ao da curva no plano yz é uma circuferéncia de raio 2.
Portanto temos uma circuferéncia de raio 2 em cima do plano z = 2

=

25 2 15

o}
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Projecao no plano yz

Exemplo 37 : Desenhe a curva

=2
y = 2cosb
z = 3sinf

1.7 Equagao Vetorial das curvas

Uma curva pode ser determinada pelo vetor posicao de cada ponto da curva.
Neste caso cada ponto da curva serd dado por um vetor cuja extremidade se
encontra em um ponto da curva.

E equagao vetorial é da forma:

T)=at)i +yt) ] +2(0)F
Exemplo 38 : Desenhar a curva: 7 (t) = (t + 2)7 + (2t — 4)7 +(1- t)?

Para cada valor de ¢ teremos um vetor que indicard um ponto da curva

Mt | 7(t) 7
— — —
0 | 24 —45+k
- 7 o
-1 | i—-6j5+2k
— —
1| 3i-2j
— nd
-2 | -8j5 +3k
— —
L 2 | 4i —1k J




Assim como no caso da equagbes paramétricas necessitamos um grande
numero de vetores para tragarrmos a curva. Podemos ter uma idéia da curva
passando a equagao vetorial para equagoes paramétricas e dai para equagoes
cartesianas. Deste modo podemos usar todo o nosso conhecimento anterior.

A equacao vetorial é:

—

T =t+2)7 + Q-7 +(1-0k

Note que da equacgao vetorial podemos ver que:

x(t) =2+t
y(t) = —4+ 2t
z(t)=1—1t

que sdo as equacdes paramétricas da reta que tem vetor diretor v = (1,2-1)
e passa pelo ponto P(2,—4,1)
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— — —
Exemplo 39 : Desenha a curva r(t) = cos(t) i +2sin(t) j +4k
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1.8 Segunda lista de exercicios

1) Escrever as equagOes paramétricas das seguintes curvas
a) 2l +y’+22=16ez2=2
b) 2?2 +y?+22=9ey =22
)P+ yi=ley==z2
d) 2?2+ 292 +22=2ea? —9y?—2224+1=0
e) 2’ +y’=dex+y—2=0
a2+’ +22=9ex=2
2) Desenhar a curva x = 4cost, y = 9sint, z =1
3) Desenhar a curvax =t,y =0,z = ¢!
4) Escrever a equagao cartesiana da curva x = cost,y = sint, z = cost+sint
5) Construir a curva cujas equagdes vetoriais sdo dadas abaixo:

) T(t) = (-2t-3)7+(2i—4)7+(4t—7)?

o

b) T(t) =2t +425 +tk
c) ¥ (t)=cosOi +coshj +sinfk

N
d) ?(t)_4sin207+200807+2sin0k
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1.9 Superficies de revolugao

1.9.1 Introducao

Superficie de revolugao é a superficie gerada pela rotagao de uma curva plana
dada em torno de uma reta fixa no plano da referida curva. A curva plana que
serd rotacionada é denominada geratriz e a reta fixa é o eixo de revolugdo ou
simplesmente eixo da superficie.

Na figura abaixo, a reta vertical é o eixo de revolucao e a curva a direita da
reta é a geratriz

o

I ]

C
-
R\\"-u._

1.9.2 Equacao de uma Superficie de Revolugao

Seja G a geratriz no plano zy e tendo equagbes f(z,y) = 0e z =0 e seja z 0
eixo de revolugao da superficie. Vamos agora determinar a equagdo da superficie
de revolugao gerada pela rotacdo da geratriz G em torno do eixo z. Considere
P(z,y,z) um ponto genérico da superficie de revolugdo e seja P'(2’,y’) um
ponto da curva geratriz G, ambos pertencentes a um mesmo plano 2z = C' (Note
que o ponto P(z,y, z) é gerado pela rotagdo do ponto P’(z’,y’) em tono do eixo
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Vemos que ’ﬁ’ = ‘CP’|. Mas|ﬁ’2 = y? + 22 e portanto ‘ﬁ‘ =
++/y2 + 22. Como P’ pertence a curva G temos |C’P’\ =14'. Como P e P se
encontram no mesmo plano z = C concluimos que z = z’. Logo,

y’ = 4+ y2 + 22

¥ = x
Da equagao f(z',y") = 0 vem que f(z, £4/y? + 22) = 0 é a equagao da superficie
de revolucao.

Exemplo 40 : Seja G a geratriz no plano xz tendo equagées f(x,z) = 0 e
y =0 e seja z o eixo o eizo de revolugcdo da superficie. Determinar a equagdo
da superficie de revolugdo gerada pela rotagdo da geratriz G em torno do eixo
z.

Observe que a curva estd no plano zz e o eixo de revolugao é o eixo z.
Como vimos acima nao devemos alterar a varidvel que define o eixo, portanto
nao alteramos a varidvel z, logo devemos substituir a varidvel x pela expressao
++/22 + y2. Portanto a equagao da superficie serd f(++/x2 + 42, 2).

Exemplo 41 : Seja G a geratriz no plano yz tendo equagoes f(y,z) = 0 e
=0 e sejay o eixo o eixo de revolugdo da superficie. Determinar a equag¢do
da superficie de revolucio gerada pela rotacao da geratriz G em torno do eizo

Y.

Exemplo 42 : Determinar a equagdo da superficie de revolugio determinada
pela rotagdo da curva y = /T em torno do eixo z e obter o desenho da superficie
de revolugao

Como o eixo de revolugdo é o eixo z devemos substituir a varidvel y pela
expressao #+/y2 + 22 na equacao da curva geratriz. Portanto a equacgao da
superficie é:

y = Vo
+v/y? + 22

y?+22 = 200

I
B
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.
.

y=x

R(x) = x

(a)

(b)

Exemplo 43 : Determinar a equacdo da superficie de revolu¢do gerada pela
rota¢do da pardbola y = x?> — 4 em torno do eivo y e fazer um desenho da
superficie de revolugado:
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Como o eixo de revolucao é o eixo y devemos substituir a varidvel x pela
expressao +v/x2 + z2na equacao da curva geratriz. Portanto a equagao da
superficie é:

y = (£vVa2+22)? -4
y = a*+22-4
y+4 = 2%+22
z ST
-—
x R
.5-L

Exemplo 44 : Determinar a equacdo da superficie de revolugdo gerada pela
rota¢do da curva y = sinx em torno do eixo x e fazer um desenho da superficie:

Como o eixo de revolucao é o eixo = devemos substituir y pela expressao
++1/92 + 22 na equagao da curva geratriz:

+Vy? + 22 =sinzx
De modo a ”eliminar os sinais” elevamos ambos os membros da equagao ao
quadrado:

2 2
(:l: Y2+ 22> = (sinz)
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Portanto a equacao da superficie é

2+ 22 =sin’x

Faga o desenho desenho dessa superficie.

1.10 Terceira lista de exercicios

1) Encontre a equagao da superficie de revolugdo gerada pela rotagao da elipse

Z—z + %—z =1 em torno do eixo z e faga o desenho da superficie.
2) O segmento de reta que une a origem ao ponto (a7 b) rotaciona em torno
do eixo y. Encontre a equacao e faga um desenho desta superficie.
3) A superficie chamada " Toro” ¢ obtida quando se rotaciona o circulo 22 +
(y — b)? = a® em torno do eixo z. Encontre a equagao deste ”Toro” e faga um
desenho desta superficie
4) Encontre a equagao da superficie obtida pela rotagdo da pardbola y? =
4ax em torno do eixo x. Faca um desenho desta superficie.
5) Faga um desenho das seguintes superficies de revolugao:
Curva y = €* em torno do eixo y.
Curva y:\/E , 1<z <4 em torno do eixo =
Curva y = m em torno do eixo x
Curva y=2+sinz,0 <z < 27, em torno do eixo x
Curva y = e_’”Q, —1 <z <1, em torno do eixo x

1.11 Quadricas

1.11.1 Introdugao

Definicao 45 Uma quddrica ou superficie quddrica é o conjunto dos pontos
do espago tridimensional, cujas coordenadas cartesianas verificam uma equag¢do
do sequndo grau, a no mdximo, trés varidveis:

Az?> + By? + C2®> + Day+ Eyz + Frz+ Gz + Hy+ Iz + J =0,
denominada equagao cartesiana da superficie quddrica.

Observagao: Se o termo independente J da equacao acima for nulo, a
quadrética passa pela origem, pois o ponto O(0,0,0) satisfaz tal equagao.

1.11.2 Exemplos de quadricas

Esferas, paraboléides, elipséides, hiperboléides, cilindros (do 2° grau), cones (do
20 grau) constituem as mais coinhecidas superficies quadricas.

Acrescem-se: pares de planos, pontos ou conjuntos vazios, que podem ser
representados por uma equacdo de segundo grau em trés varidveis no R3 e
constituem as quadricas degeneradas.
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Exemplos:
)x +y +z — 4z — 6y — 10z + 13 = 0 (esfera)
b) & Ly = sz %= = 1 (elipséide)
c) :cy + yz +zz — 2z + 2 = 0 (hiperbolside)
d) x — z = 4 (paraboldide)
e) ac —|— 2y — y + z — 3zy + 2z — yz = 0 (superficie cilindrica)
) 2% +y? + 22 — 32y — 222 — 2yz = 0 (superficie conica)
g) 2% — 25 =0 (dOib planos paralelos)

h) x + y + z —4x —y+ 22+ 10 =0 (um ponto - quéidrica degenerada)

I) 2% +y? + 22 + 3 = 0 ( conjunto vazio)

Apesar de existirem infinitos tipos de quéddricas existem dois grupos de qué-
dricas muito importantes em aplicagoes e qualquer quadrica sempre poderd ser
colocado num desses grupos mediante uma mudanca de sistema de coordenadas.
Veremos agora estes dois importantes conjuntos de quadricas:

1.11.3 Classificagao das quadricas céntricas

Elipséide Equacao

22 2 L2
S+ L5 =1
Propriedades:
- Centrado na origem
- Pontos de intersecgao com os eixos coordenados:
P1 (a, 0, 0)7 PQ(—CL, 0, 0), P3 (0, b, 0)7 P4(0, —b7 0), P5 (07 0, C) e P@ (07 0, —C)
- Secgoes paralelas ao plano XY: elipses
- Secgbes paralelas ao plano XZ: elipses
- Secgbes paralelas ao plano YZ: elipses
- As distancias a, b, ¢ sdo chamados de semi-eixos do elipséide
- Se dois dos semi-eixos sao iguais obtemos um elipséide de revolugao.
- Se todos os semi-eixos sao iguais obtemos uma esfera.
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Elliptical cross section e

in the plane z = z, /
2 2
The ellipse = + 2 = 1

2" 2
in the xy-plane

2 2
ThEe“i]:ISE%-I- z—z =1
in the yz-plane ¢

Superficie
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Exemplo 46 :

1) Elipséide

2?2 22
3 + 2 + 52 =1
2) Esfera de raio 2
2?2 22
9 + 22 + 52 =1
Hiperboléide de uma folha
Equagao
2?2 22 B
2 e 2!
Propriedades

- Centrado na origem
Pontos de intersecgao com os eixos coordenados:
P1 (a, 0, 0)7 132(—61,7 0, 0), P3 (0, b, 0)7 P4(0, —b7 0)
Seccoes paralelas ao plano XY: elipses
Secgoes paralelas ao plano XZ: hipérboles
Secgoes paralelas ao plano YZ: hipérboles
Se a = b obtemos um hiperboléide de revolugao.

z ol
Part of the hyperbola &5 — £
il &

HYPERBOLA

Part of the hyperbola

B g2
3

-5=1
in the yz-plans

£ ELLIFSE

54

= 1 in the xz-plane

. gl gl
“Eelllp537+m=2

L7
/ inthe plane z=¢

x_2+.L2=I
ﬂz X

Z& ' in the xy-plane



Superficie

Exemplo 47 :

1) Hiperboléide de uma folha

3}2 y2 22

ErE TR

2) Hiperboléide de uma folha de revolugao

22 2 22

PR = T

Hiperboléide de duas folhas Equagao:
2 2 2

NS

a2 b2 2
Propriedades
- Centrado na origem
- Pontos de intersecgao com os eixos coordenados: P;(0,0,c), P»(0,0, —c)
- Secgoes paralelas ao plano XY: elipses
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- Secgoes paralelas ao plano XZ: hipérboles
- Secgoes paralelas ao plano YZ: hipérboles

- Se a = b obtemos um hiperboléide de duas folhas de revolucao.
Superficie

2 2
N S
z The¢1l1ps¢F+F- 1

in the plane z = ¢v2

The hyperbola
2,
bl
. ) 0 ¢
in the xz-plane (\_‘_\ in the yz-plane
¥
(0,0, =)

Vertex

ELLIPSE

1) Hiperboléide de duas folhas

2
x
~5- v a2 =1
2) Hiperbolside de duas folhas de revolugao
R S |

Cone eliptico

Equacao

Propriedades

- Pontos de intersecgao com os eixos coordenabdos: Py (0, 0, 0)
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- Secgoes paralelas ao plano XY (Plano z = 0): Ponto Py(0,0,0), caso
contrério elipses

- Secgoes paralelas ao plano XZ (Plano y = 0): duas retas concorrentes,
caso contrario hipérboles

- Secgoes paralelas ao plano YZ (Plano « = 0): duas retas concorrentes,
caso contrario hipérboles

- Se a = b obtemos um cone de revolucao.

Superficie
¢ The ellipse x y_2
Thelinez:——;y . pse 3+ 52
z=c in the plane z = ¢

in the yz-plane

in the xz-plane —__\

‘E.L.ste

Cone Eliptico

2 2 2
@2 v 2
22 52 42
Cone circular ou cone de revolugao
2 2 2
:L‘_ + y_ _ Z_ =0
52 52 42

1.11.4 Classificagao das quadricas nao céntricas

Veremos agora as quddricas nao céntricas que possuem vértices na origem e
eixos em cima dos eixos coordenados

Paraboldide eliptico

Equagao



Propriedades

- Secgoes paralelas ao plano XY: elipses

- Secgoes paralelas ao plano XZ: pardbolas

- Secgbes paralelas ao plano YZ: parabolas

- O ponto Py(0,0,0) é chamado de vértice

- Se a = b temos um paraboloide de revolugao.

The parabola z = iz x2 2y
ol : -
The ellipse 2t s i 1

in the xz-plane — .
in the planc z = ¢

_ € 2
The parabola z = Bl ¥

in the yz-plane

Superficie
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Exemplo 48 : Paraboldide eliptico

2 2
2 yr
§+§—z

Exemplo 49 : Paraboldide de revolugao

2y
102 102
Paraboléide hiperbdlico
Equagao
g2 22
2 a2

que é a forma canonica da equagao do paraboléide hiperbdlico ao longo do
eixo dos z.
As outras formas canoénicas sdo:

2 2 2 2
Z T~ __ z —
F-@=by F-fF=a

Propriedades
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No caso da equacao do tipo

temos

- Secgbes paralelas ao plano XY: duas linhas concorrentes na origem,
caso contrédrio hipérboles

- Secgoes paralelas ao plano XZ: pardbolas

- Secgoes paralelas ao plano YZ: pardbolas

- O ponto Py(0,0,0) ¢é chamado ponto de sela ou ponto de minimax da
superficie

- As hipérboles acima de XY abrem-se na direcao de y e abaixo de XY
abrem-se na direcao de x.

Superficie
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Na figura a seguir vemos as proje¢oes nos planos coordenados
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1.12 Quarta lista de exercicios

1) Identificar as quadricas representadas pelas equagdes

a) 22 +y?+22=25 g) 4x2—y2=2=2

b) 222 +4y* + 22 —16 =0 h) 22 =22 4 ¢?

c) 22 — 4y? + 222 =38 i) z=2%+y2

d) 22 +9y?+22=25 i) 222+ 42+ 22=0
e) —4a? —4dy* + 22 =4 k) 1622 — 9y? — 2% = 144
f) 2?2 +22+42=0 1) 422 + 9y? = 362

2) Identificar e construir o grafico da quadrica representada pelas equagoes
a) 922 + 4y® + 3622 = 36 f) y? = 2% + 22
b) 3622 + 9y? — 422 = 36 g)z? —y?+222=4
c)

22 +9y? -9z = h) 22 + 422 -8y =0
d) 422 — 9y? — 362 =0 )22 +4y? —22=0
e) 22 —y? +222 =4 a2+ y?+22=0

3) Quais das seguintes superficies de revolugao sao quéddricas? Cite o nome
da quddrica resultante.

8
N

2
%- =1 em torno do eixo y
x em torno do eixo x
2

a) Rotagao da curva
Rotagao da curva

— 1?’9— =1 em torno do eixo x

b)
¢) Rotagao da curva
d) 1+ cosx em torno do eixo z

Rotacgao da curva
e) Rotagdo da curva

S S o

+ % =1 em torno do eixo z

1.13 Sistema de Coordenadas

1.13.1 Sistema de coordenadas cartesianas

No sistema de coordenadas cartesianas sdo usados trés eixos de referéncia per-
pendiculares entre si, chamados eixos z,y e z.
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Figura 1.4:

Um ponto no sistema cartesiano serd dado por P(x,y,z) onde x serd serd a
projecao ortogonal do ponto no eixo x, ¥y a projegao ortogonal no eixo y e z a
projecao ortogonal no eixo z.

1.13.2 Sistema de coordenadas polares

Coordenadas polares: O Sistema de coordenadas polares usa como referéncia
uma segmento de reta chamado raio e denotado por 7 (usa-se denotar também
por p) e um angulo que o raio faz com uma semi-reta fixada a partir de um
ponto chamado origem do sistema, denotado por O:
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Um ponto no sistema de coordenadas polares serda dado por P(r,0) onde r é
o comprimento do raio e 8 é o &ngulo que o raio 6 faz com o semi-eixo horizontal.

Exemplo 50 : Marque os pontos P(3,%) e P(1,%)

Relagao entre coordenadas polares e coordenadas cartesianas

Para obtermos a relagao entre as coordenadas polares e as coordenadas carte-
sianas fazemos a origem do dois sistemas coincidir e o semi-eixo horizontal das
coordenadas polares coincidir como o eixo positivo dos x no sistema cartesiano
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rsen @

roos g x

Usando triogonometria podemos observar que:

x =rcosf
{ y =rsinf
Portanto se temos um ponto em coordenadas polares usamos as relacgoes
acima para obter o mesmo ponto em coordenadas cartesianas:
Se tivermos um ponto em coordenadas cartesianas P(x,y) obtemos o mesmo
ponto em coordenadas polares através das relagoes:

r? =22 +y?

0 = arctan ()

Exemplo 51 : Dado o ponto P(3,%) obter este ponto em coordenadas carte-
stanas:

Usando as relagoes acima vemos que: 3sin 7 = 2.1213

z = 3cos£=2.1213
y = 35111%:2.1213

Portanto em coordenadas cartesianas temos o ponto P(2.1213,2.1213)
Exemplo 52 : Dado o ponto P(4,2) obter este ponto em coordenadas polares:

Usando as relagoes acima vemos que: 7 = /42 + 22 = 4. 4721

ro= 42 4+ 22 =4.4721

2
arctan(z) = 0.46365 rad

S
I
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Portanto em coordenadas polares temos o ponto P(4.4721,0.46365).

1.13.3 Sistema de coordenadas cilindricas

No sistema de coordenadas cilindricas um ponto P é representado por uma tripla
(r,0,z), onde (r,0) representa um ponto em coordenadas polares e z é a ter-
ceira coordenada usual do sistema cartesiano. Para converter do sistema de
coordenadas cilindricas para o sistema cartesiano usamos as relagoes:

x =rcosf y=rsinf z=2z

Para passar do sistema de coordenadas cartesianas para o sistema de coorde-
nadas cilindricas usamos as relagoes:

r? = a? 4y tanHZ% z=z
Z
A
P(r, 0, 2)
®
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8 = 60,
whereas r and z vary

T =2p,
whereas r and @ vary

r=a,
whereas # and z vary

1.13.4 Coordenadas Esféricas

As coordenadas esféricas denotadas pela tripla ordenada (p, 6, ¢)localizam um
ponto P no espago dando a distancia p da origem, o angulo 6 projetdo sobre o
plano zy (o angulo polar) e o dngulo ¢ que o raio p faz com o eixo positivo z (o
angulo vertical).
Para converter um ponto em coordenadas esféricas P (p, 0, ¢) para coorde-
nadas cartesianas usamos as relagoes:
x = psin ¢ cosd Yy = psin ¢sin 6 zZ = pcoso

Para converter um ponto P(x,y,z) em coordenadas cartesianas para coor-
denadas polares usamos as relagoes:

2= gyt
# = arctan (2)
T

¢ = arccos . S—
Vvt +y?+ 22

Geometricamente
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P(p, ¢, 0)

pCosd

FEEN § 360 8

paend

pEEndcos @
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¢ = ¢ whereas p
and 6 vary

P(d, ¢09 80)

p = a, whereas ¢

and O v
i 0 = 8,, whereas p

and ¢ vary

1.13.5 Construcao de volumes

Exemplo 53 Desenhar o volume do sdlido delimitado superiormente pelo paraboldide
y2+x24+1—2 =0, inferiormente pelo plano z = 0 , e lateralmente pelo cilindro

2?24+ y% -2y =0.
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Cilindro

Paraboloide L .~
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SOLIDO A SER
CALCULADO

Exemplo 54 : Desenhar o volume do sélido delimitado inferiormente pelo cone

¢ = % e superiormente pela esfera p = 1.

L
>

O
©
=
o
<
|
W
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Exemplo 55 : Desenhar o volume do sélido delimitado pelo paraboldide z +
2?2 4+ y? = 4 e inferiormente pelo plano z = 0.

Z

1.14 Quinta lista de exercicios

1) Construir o volume do sélido delimitado pelas superficies
2=y, z=0z=1Ly=—-1l,y=1lez=—-2

2) Construir o volume do sélido delimitado superiomente por z =4 —z — y,
=0, x=2,y=0,y=%x—l—%ez=0

3) Construir o volume do tetraedro delimitado pelos planos coordenados e
pelo plano = + § 4+ 2 =4

4) Construir o volume do sélido delimitado pelas superficies
y=0,y=1—-22ea?+2=1e2z=0.

5) Construir o volume do sélido, no primeiro octante, delimitado por x =
4—y2 y=2 2=0,2=0

6) Construir o volume do sélido , no primeiro octante, delimitado por y+z =
Yez=2a%+y?

7) Construir o volume do sélido delimitado pelas superficies
2=16—a2% —y?, 2=0,9> + 22 =2/y%2 + 22 + .

8) Construir o volume do sélido limitado acima pelo cilindro z = 4 — 2,
lateralmente pelo cilindro 22 4 y? = 4 e inferiormente por z = 0

9) Construir o volume do sélido, no primeiro octante, delimitado por x2 +
Y=lex?+22=1

10) Construir o volume do sélido delimitado pelas superficies
y?+a?+z2=12e 322 +5y% — 2 =0.
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11) Construir o volume do sélido delimitado pelas superficies
2242 +22=16, 22+ =09.

12) Construir o volume do sélido delimitado pelas superficies
z=4—2%ez=3x%+y>

13) Construa o volume da porcio da esfera 22 +y% + 22 = 4 que estd dentro
do cilindro z2 + 3% = 4y

14) Calcular o volume do sélido, no primeiro octante, delimitado por y = x
ex=1y>

15) Construir o volume do sélido delimitado pelas superficies z2 + y? = 4
e 42 + 4y? + 22 = 64

16) Construir o volume do sélido delimitado pelas superficies p = 4 cos¥,
z=0e p>=16— 22

17) Construir o volume do sélido delimitado por z = 422 +y> e z = 8 —
4362 _ y2

18) Construir o volume interno a esfera 2 + y? + 22 = 4 e externo ao
paraboléide 2% + y? = 3z

19) Construir o volume acima do plano zy, limitado pelo paraboléide z =
22 + 432 e pelo cilindro z? +4y? =4

20) Construir o volume de x = ¢y%, 2 =2, z=0ex =1

21) Construir o volume que estd dentro do cilindro z? + y? = 1 acima do
plano z = 0 e abaixo do cone 2% = 4x? + 4y?

22) Construir o volume delimitado por 22 + 22 +y? =4, 22 — 22 —y?2 =0
ezz—%z—%?:0nosp0ntosemquez>0.

23) Construir o volume do sélido delimitado pelas superficies z = 22, z =
8—z2, y=0ez+y=09.

24) Construir o volume do sélido delimitado pelas superficies z=0e 2 =5

T 2xy
(G+Lp=2L
9 16 4

2
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Capitulo 2

MATRIZES E SISTEMAS

2.1 Tipos de matrizes

Definigao: Chama-se matriz de ordem m x n a uma tabela de m - n elementos
dispostos em m linhas e n colunas:

ail A12 eeeenn A1n

as1 a2 ... a2p,
A =

Aml1 Am2  ceeeennn Amn

1
2
3

=W N =

4x1 999
| 1000 |

1000x 1
Matriz linha: E a matriz de ordem 1 x n.

Exemplo 56 :

A=[l]y, D=[-1 -2 -3 —4 -5 —6 -7 —10],,
Matriz nula: E a matriz A = [asj] onde a;; =0, paral <i<me

1<j<n.

mxn

Exemplo 57 :
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O O O
o OO
O O O
O O O
O O O

; N=10]

O O O O

0 00 0O

Observagao: Denotaremos freqiientemente a matriz nula por 0.
Matriz quadrada: E a matriz de ordem n X n.

ai1 T A1n
A:
Gn1 e Ann

Os elementos da forma a;; costituem a diagonal principal
Os elementos a;; em que ¢+ j = n + 1 constituem a diagonal secundéria.

Exemplo 58 : A=[0],,,, B= [ 3 g ]

Matriz diagonal: Matriz diagonal é a matriz quadrada A = [a;;] onde
a;; =0 para i # j:

ai1 0 e 0 0
0 0
A:
0 : . . 0
L0 0 - 0 apm |

Notagao: diag(A) ={ai1,  * ,ann}

Exemplo 59 : A=[0],,,, B= [ g g ]

Matriz identidade: E a matriz diagonal I onde diag(I) = {1,---,1}.
Notagao: I,, representa a matriz identidade de ordem n.

Exemplo 60 :
10 --- 0
01 0 0
1 0
1—2—{0 1] v L0 =
0 0 0
0 0 0 1
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Matriz transposta: Dada uma matriz A = [a,;]
outra matriz AT = [b;;]

nxm’

mX

> Podemos obter uma

cujas linhas s@o as colunas de A, isto &, b;; = a;;.

AT ¢ denominada a transposta de A.

a1l a2
a1 a22
A= .
L aml  Am2
Exemplo 61
1 2 3
11 12 13
A= 21 22 23
31 32 33
| 41 42 43
D= [ -1 -2

-3

24
34
44

—4

A1n ai1
a2n a12
. = AT =| |
Amn mxn G1n
5 1 11 21
15 2 12 22
25 | =AT=1]3 13 23
35 4 14 24
45 5 15 25
=5 =6 ],,= D" =

31
32
33
34
35
-1
-2
-3
—4
-5
—6

41
42
43
44
45

6x1

Matriz simétrica: Uma matriz quadrada S = [a;;] é simétrica se ST = §

Exemplo 62 :
1 59
S=15 3 8|, N = {(1) é]
9 8 7
Matriz anti-simétrica: Uma matriz quadrada A = [a;;] é anti-simétrica
se AT = —A.
0 3 4
Exemplo 63 : A=| -3 0 -6
-4 6 0
Matriz triangular superior: A matriz quadrada A = [a;;] que tem os
elementos a;; = 0 para i > j é chamada matriz triagular superior.
5 4 7 9
0 3 -8 4 0 1
A= 00 —2 3 ) B_|:O O:|; 110000
00 0 6
Matriz triangular inferior: A matriz quadrada A = [a;;] que tem os

elementos a;; = 0 para ¢ < j ¢ chamada matriz triangular inferior.

Exemplo 64 :

7
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5 0 0 0 1 0 00
4 3 0 0 0 2 00
B= 7T 4 =2 0|’ C= 00 2 0
91 2 6 0 0 0 2

2.2 Operagoes com matrizes

Adigao: Dados A = [ayj],, .., € B = [bijl,,,, definimos A+ B por,

A+B = [aij +b”]

mXn

Propriedades:

i)A+B=B+ A

i)A+(B+C)=(A+B)+C

iii) A+0=A4

Multiplicagao por escalar: Seja A = [ay],,,, € ¥ um nimero real
definmos & - A por

kA = [k’ . aij]an
2 10 -4 —-20

Exemp1065.—2{1 _3]—{_2 6 ]

Propriedades:

i) k(A+ B)=kA+ kB

ii) (k1 + ko)A =kiA+ koA

iii) 0-A=0

iV) kl(k’zA) = (]{11]{52)14

Multiplicagao de Matrizes: Sejam A = [a;],,,,,, ¢ B = [bi],,,,, , defini-

mos A - B por AB = [¢;],,,,,,, onde

k=1

Observe que o nimero de colunas de A deve ser igual ao mimero de linhas
de B.

Exemplo 66 :
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2 1 1 1 2-141-0 2-(-1)+1-4 2 2
4 2 {0 4] =]14-142-0 4-(-1)+2-4 | =] 4 4
5 3 |4 2x2 5:-143-0 5-(-1)+3-4 5 7

Propriedades:

i)AI=TA=A iv) (AB)C = A(BC)

ii) A(B4+C)=AB+ AC v) (AB)T = BT AT

iii) (A4 B)C = AC + BC vi) 0A=A0=0

Propriedades da matriz transposta

i) (A+ B)T = AT + BT

ii) (A\A)T = AAT, onde A é um nimerto real
iii) (AT)T = A

iv) (AB)T = BT AT

Matriz inversa: Dada uma matriz quadrada A = [a,;], se existir uma
matriz B que satisfaga AB = BA =1 diz-se que B ¢ a inversa de A e denota-se
B por A™',ouseja, AT1A=AA" =1

Exemplo 67 :

(13 L [ 2 -3
A_[7 2]’ A _{—7 11]'

Dizemos que uma matriz A é inversivel (ndo singular) se existe a matriz
inversa A~!, caso contrdrio dizemos que a matriz A é nao inversivel (singular).

Algumas propriedades importantes:

I) A & néo singular se o determinante de A é diferente de zero. A é singular
se determinante de A é igual a zero.

ii) Se A admite inversa (det A # 0) esta é unica

iii) Se A & ndo singular, sua inversa A~! também &, isto ¢, se det A # 0
entdo det A~ # 0. A matriz inversa de A~ é A.

iv) A matriz identidade I ¢ ndo singular (pois detI =1) e [71 =1

v) Se a matriz A é ndo singular, sua transposta A7 também é. A matriz
inversa de AT ¢ (A~1HT, isto ¢ , (AT)"! = (A~1)T, dai concluimos que se
det A # 0 entdo det AT £ 0.

vi) Se as matrizes A e B sdo nao singulares e de mesma ordem, o produto
AB & uma matriz nio singular. Vale a relagdo (AB)~1 = B~1A~L.

Exemplo 68 :

2 3 2 3 PRV
A—[Q 2}:>det[2 2}——2:>Aenaosmgular

1 10 1 10 L
B—[l 10}:>det[1 10]—0=>Aesmgular

Matriz ortogonal: Uma matriz M, quadrada, cuja inversa conicide com
sua transposta é denominada matriz ortogonal. Portanto M é ortogonal se
M~ = MT, ou seja,
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MMT =M"M =1

|

Poténcia de uma matriz: Dada uma matriz quadrada A a matriz AP =

[\v] D[ =

o
|

Lol

Exemplo 69 : M = [

A-A-... - A é chamada poténcia p de A.
p vezes

Exemplo 70 :
11 2 o | 9 8 3 | 41 42
A—[4 3}’14_[16 17}’14 _[84 83]

2.3 Matriz escalonada

Defini¢ao: Uma matriz m x n é linha reduzida & forma escada, ou escalonada,
se:

a) O primeiro elemento ndo nulo de uma linha ndo nula é 1.

b) Cada coluna que contém o primeiro elemento néo nulo de alguma linha
tem todos os seus outros elementos iguais a zero.

¢) Toda linha nula ocorre abaixo de todas as linhas néo nulas (isto ¢,. daque-
las que possuem pelo menos um elemento nao nulo)

d) Se as linhas 1, ...,p sdo as linhas nfo nulas, e se o primeiro elemento néao

nulo da linha 7 ocorre na coluna ki, entao k1 < ko < ..... < k.
Exemplo 71 :
1 0 0 0
1) | 0 1 —1 0 [ nao é forma escada. Nao vale b).
00 1 0
[0 2 1
2) | 1 0 =3 | ndo é forma escada. Nao vale a) e b).
1.0 0
[0 1 -3 0 1
3)] 0 0 0 0 0 [ ndoéforma escada. Nao vale c).
(000 -1 2
[0 1 -3 0 1
4)] 0 0 0 1 3 | éforma escada.
(000 00

Operacgoes elementares linha: Sao trés as operacoes elementares sobre
as linhas de uma matriz.
1°) Permuta da ¢ — ésima e j — ésima linha (L; < L;).

Exemplo 72 :
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1 0 1 0
4 —1 L2 > L3 -3 4
-3 4 4 -1
2°) Multiplicagao da i — ésima linha por um escalar nao nulo k (L; — kL;).

Exemplo 73 .
1 0 1 0
4 -1 | Ly — —=3Ly | —12 3
-3 4 -3 4

3°) Substitui¢do da i — ésima linha pela i — ésima linha mais k vezes a
j — ésima linha (L; — L; + kL;)

Exemplo 74 :
1 0 1 0
4 -1 L3 — L3 + 2L1 4 -1
-3 4 -1 4

Se A e B sao matrizes m x n, dizemos que B é linha equivalente a A, se B
for obtida de A através de um mimero finito de operagoes elementares sobre as
linhas de A. Notagdo A ~ B.

Exemplo 75 :
[ 1 0 ] 1 0
4 —1 | élinha equivalentea | 0 1 | pois
| -3 4 | 0 0
[ 1 0 ] 1 0 1 0
4 -1 L2—>L2—4L1 0 —1 L3—>L3+3L1 0 —1
-3 4 -3 4 0 4
1 0 10
L2 — —LQ 0 1 Ld — L3 — 4L1 0 1
0 4 0 0

Teorema: Toda matriz A de ordem m x n ¢ linha equivalente a uma tinica
matriz linha-reduzida a forma escada.

Exemplo 76 : Dada a matriz

2 1 3
A=|14 5 6
31 -2
obtenha uma unica matriz B na forma escada linha equivalente a matriz A.
2 1 3 1 % % 1 % %
4 5 6 Ly — L1 4 5 6 Lyo—Ls—4L; | 0 3 0
3 1 =2 31 =2 31 =2
1 1 3 1 1 3
2 2 2 2
Ly —L3—3L; | 0 3 0 L2—>%L2 01 0 Ly — L3+
0 -1 _13 0 —1 _13
2 2 2 2

lL2
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1 1 3 1 1 3 1 0 2
2 2 2 2 2
01 0 Ly——2Ls| 0 1 0 |Li—>Li—3iL, | 0 1 0
00 - 00 1 0 0 1
100
L1*>L17%L3 01 0
001

Exemplo 77 Dada a matriz A obtenha uma matriz na forma escada equiva-
lente a matriz dada.

1 00 0 101 0
1 010 010 1
Aly 10 1 Pl 10 1
10 0 -1 01 1 1

Posto de uma matriz: Dada uma matriz A, xn, seja By, x, a matriz linha
reduzida a forma escada, linha equivalente & matriz A. O posto de A, denotado
por p, é o nimero de linhas ndo nulas de B e a nulidade de A é n —p, onde n é
o mimero de colunas de A e p é o posto de A.

Exemplo 78 : Encontrar o posto e a nulidade das matrizes:

1 2 1 0
a)A=| -1 0 3 5
1 -2 1 1
1 0 0 -2
Solucao: A matriz A € linha equivalente a matriz B= [ 0 1 0 1—;
001 %

portanto o posto de A é 3 (o nimero de linhas ndo nulas da matriz B) e a
nulidade é n—p =4—3 =1 (n é o numero de colunas da matriz A e p é o posto

de A)

14
01 1
— 4
b) A= 0 00
0 00
Solucao: posto A =2 e nulidadede A é3—-2=1
2 1 10 2 1 10
o1 I U
SA=11 99 | 7B 00 B
1 3 0 0 0 0

Solucao posto de A =3 e nulidade de A é 0

2.4 Ca&lculo da inversa

Calculo da inversa por escalonamento: Para se determinar a matriz inversa
de uma matriz A, nao singular, através de operagdes elementares entre as linhas
da matriz fazemos o seguinte:
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a) Coloca-se ao lado da matriz A a matriz I, separada por um trago vertical
tracejado.

b) Transforma-se por meio de operagoes elementares a matriz A na matriz I,
aplicando-simultaneamente a matriz I colocada ao lado da matriz A, as mesmas
operacoes elementares aplicadas & matriz A.

Exemplo 79 : Calcular inversa da matriz A = [ i zl)) } por escalonamento.
2110, ., (15 5 0], .
43 01 |kl 5 g g |2l
I 1o 3 -1
2 2 _1 2 2
[01 ~2 1}L1HL1 2L2[01—21
Logo
R
=[5

2.5 Determinantes

Definigao: Determinante de uma matriz A é um nimero real associado & matriz
A. Notacao: det A.
Denotamos também o determinante da matriz A,

a11 a12 o Qip—1  O1n
a21 a22 crc G2p—1  G2n
A =
ap—11 QAp—12 *°° T An—1n
an1 an2 e Ap—1n  Ann
por
a1 a12 o Aip—1  G1n
a21 a22 ctt G2p—1 A2
det A =
an—-11 Gp—12 - T An—1n
an1 An2 e Ap—1n Ann

Propriedades do determinante:

1) det A = det AT
2) det(AB) = det Adet B
3) Se a matriz A possui uma linha ou coluna nula entéo det A =0
4) Se a matriz A tem duas linhas ou colunas iguais entdo det A =0

83



5) Se na matriz A uma linha (ou coluna) é miltipla de outra linha (coluna)
entdo det A =0

6) Trocando a posigao de duas linhas (colunas) o derminante muda de sinal

7) Quando se multiplica uma linha (coluna) de uma matriz A por um nimero
k # 0 o determinante fica multiplicado por esse mesmo nimero.

8) O determinante de uma matriz A néo se altera quando se faz a seguinte
operacao entre linha: L; — L; + kLj;.

9) O determinante de uma matriz triangular superior ( ou inferior) é igual
ao produto do elementos da diagonal.

10) A partir de det(AB) = det Adet B temos

det(AA™!) =det] = det Adet A7 =1 =det A =

Calculo do determinante por triangulagao. Para se calcular o determi-

nante de uma matriz A usamos as operagoes elementares linha de modo a obtert
uma matriz triangular superior (ou inferior) observando as propriedades do de-
terminante e fazendo as compensacoes necessarias.

2 -1 1
Exemplo 80 A=| 2 0 -1
3 -1 0
2 -1 1
detA=|2 0 —1 | Ly «— L3 (Quando permutamos as linhas o deter-
3 -1 0
minante troca de sinal)
2 -1 1
(-1)detA=|3 —1 0 |L; — 3Li(Quando multiplicamos uma linha
2 0 —1
por um nimero o det. fica multiplicado pelo mesmo nimero)

1 =t 1
2 2
i(-1)detA=]3 -1 0 Ly — Ly + (=3)L; (Esta operagio nao al-
2 0 —]. L3 — L3 — 2L1
tera o determinante)

1 =t 1
2 2,
i(-1)detA=|0 5 S (Esta operagao nao altera o
determinante)
1 =t 1
2 2
2(-1)detA = | 0 3 3 [(O determinante de uma matriz triangular
0 0 1

superior ¢ o produto dos elementos da diagonal principal)
1(-1)det A=1=detA=-1

Cdlculo do determinante por desenvolvimento de Laplace:

Regra de Chié
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Se a matriz A é de ordem 2 x 2 entao:

d ail a2 | _
et = Q11022 — 421012

a1 a2
5 1
det{ 9 3 } =5%x3—2x1=13
Regra de Sarrus
Se Aé3x3
ai1 a12 a13 ai1 a12
ailr a2 ais \. \/ \/ /
A= az; a2 a3 = a2 a22 azs a1 a22
aszy asz as3 / NS NS \
a31 a32 a33 a31 a32

det A = (ai1a22a33) + (a12a23a31) + (a13a21032) — (az1a22013) — (a32a23a11) -
(azzaziaiz)

Desenvolvimento de Laplace

Para uma matriz de ordem nzn usamos o desenvolvimento de Laplace qué
é dado pela férmula.

n
det Aan = Z az'j(*l)ldrj det Az'j
j=1
onde A;; ¢ a submatriz obtida a partir da matriz A eliminando-se a 7 — ésima

linha e a j — ésima coluna da matriz A. Se chamarmos A;; = (—1)"*7 det A;;
entao

det Aan = Z az-jAz-j

j=1
Exemplo 81 :
-1 2 3 -4
o
2 5 3 1

Vamos calcular o determinante da matriz fazendo o desenvolvimento pela
primeira linha (note que seria mais conveniente desenvolver pela segunda linha,
pois ela possui dois elementos nulos).

2.0 0 4 0 0
det A=—1(-1)"1| 2 —3 0 |+2(-1)"*2| -1 -3 0
53 1 2 3 1
4 0 4 20
3D —1 2 0 [ +(—4)(-D"] -1 2 -3
2 5 1 2 5 3

det A = (=1)(1)(=6) + 2(=1)(=12) + (3)(1)(10) + (=4)(=1)(78)
det A = 372.
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2.6 Sexta lista de exercicios

1) Seja

2 z?
A_[Z:rl 0 ]

Determine o valor de x para que A seja uma matriz simétrica

2) Mostre que toda matriz quadrada A pode ser escrita como a soma de uma
matriz simétrica com uma matriz anti-simétrica, ou seja, A =S+ N onde S é
uma matriz simétrica e N é uma matriz anti-simétrica. Sugestao: Determine S
e N em fungdo da matriz A.

3) Suponha que A # 0 e AB = AC onde A, B,C s@o matrizes tais que a
multiplicagao esteja definida. Pergunta-se:

a) B=C?

b) Se existir uma matriz Y, tal que YA = I, onde T é a matriz identidade,
entao B =C7

4) Mostre que a matriz

cosf@ —sinf O
M = | sinf cos0 0
0 0 1

¢ uma matriz ortogonal

5) Sejam P e (@ matrizes ortogonais de mesma ordem.

a) PQ é uma matriz ortogonal? Justifique sua resposta.

b) Quais os valores que det @) pode ter?

6) Dada uma matriz A de ordem m x n mostre que a matriz AAT ¢ uma
matriz simétrica de ordem m x m. A matriz AT A & simétrica? Qual sua ordem?

7) Um construtor tem contrato,s para construir 3 estilos de casa: moderno,
mediterraneo e colonial. A quantidade empregada em cada tipo de casa é dada
pela matriz

Ferro Madeira Vidro Tinta Tijolo

Moderno 5 20 16 7 17
Mediterraneo 7 18 12 9 21
Colonial 6 25 8 5 13

a) Se ele vai construir 5,7 e 12 casas dos tipos moderno, mediterraneo e
colonial, respectivamente, quantas unidades de cada material serao empregadas?

b) Suponha agora que os precos por unidade de ferro, madeira, vidro, tinta
e tijolo sejam respectivamente, 15, 8, 5, 1 e 10 reais. Qual o prego unitdrio de
cada tipo de casa?

¢) Qual o custo total do material empregado?

8) Calcule o determinante de A onde
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3 0 0 0 O
P 19 18 0 0 0
a) A= 9 0 -1 3|° b)A=| 6 © -5 0 0
11 2 0 4 2 V30 0
8 3 5 6 -1
1 1 1
9) Mostre quedet| a b ¢ | =(a—b)(b—c)(c—a)
a? b
10) Encontre A%, onde
4 -1 2 =2
3 -1.0 0 Lo
a) A= ,byA=|1 1 22
2 3 1 0 9 9 g2
o 7 1 1

11) Encontre os valores d k para os quais a matriz

k—3 0 3
A= 0 k+2 0

é nao inversivel.

12) Existe alguma matriz "inversivel"X tal que X2 = 0?7 Justifique sua
resposta.

13) Dizemos que a matriz H é uma "inversa a direita"de A,, ., se, e somente
se, AH = I,,. Encontre a inversa a direita de

1 -1 1
A [1 1 2]
14) Para a matriz A = [a;j]de ordem n definida por aij=ij-1, mostrar que
det(A) = 1121314!...(n — 1)!
15) Para a matriz A = (a;;)de ordem 2 definida por a;; = ¢ + j, calcular

f(t) = det(A — tly) e resolver a equagao do segundo grau f(t) = 0.
16) Para a matriz definida por:

a b
v=le
calcular f(t) = det(A — tl3) e resolver a equagéo do segundo grau f(¢) = 0.

2.7 Sistema de equacgoes lineares

2.7.1 Introdugao

Uma equagao linear é uma equagao da forma

a1T1 + asxe + asxrs + ...... + apT, =0
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na qual a1, as, as, ...., a, Sao0 os respectivos coeficientes das varidveies z1, T2, 3, ....

e b é o termo independente. Os numeros ay,as,ds, ....,a, € o termo indepen-
dente b geralmente sao nimeros conhecidos e as varidveis =1, T2, T3, ...., Ty SA0
as incognitas.

Os valores das varidveis que transformam uma equagao linear em uma iden-
tidade, isto é, que satisfazem a equagao, constituem sua solucao. Esses valores
sao denominados raizes das equacoes lineares.

A um conjunto de equagdes lineares se d4 o nome de sistema de equagoes
lineares e tem a seguinte representacao:

a11T1 + 122 + A13T3 —+ ... + a1y, = bl
2121 + G22%2 + A23T3 —+ ... + aonT, = b2
U121 + oo + Am3xs + ...... + Gynn = by

Os valores das varidveis que transformam simultaneamente as equacoes de
um sistema de equacgoes lineares em uma identidade, isto €, que satisfazem a
equagao constituem sua solugao.

Diz-se que dois sistemas de equagoes lineares sao equivalentes quando ad-
mitem a mesma solucao.

Exemplo 82 Os sistemas

2z 43y =11 . 10z — 2y =38
—r+y=-3 —3x+5y=-7

sao equivalentes pois possuem as mesmas solugoes, t =4 ey =1

Quanto as solucoes, trés casos podem ocorrer:

1) O sistema possui uma tnica solu¢do. Neste caso dizemos que os sistema
é compativel e determinado

2) O sistema possui infinitas solugdes. Neste caso dizemos que o sistema é
compativel e indeterminado.

3) O sistema nao possui nenhuma solucao. Neste caso dizemos que o sistema
é incompativel.

2.7.2 Sistemas e matrizes.

Dado um sistema linear na forma,

a11x1 + a12x9 + ajzxs + ...... +ainTn = b1

a211 + G209 + ags3xs + ...... + a9, = bo
(2.1)

U121 + GmoZo + Am3T3 + ...... + Gynn = by

podemos representa-lo matricialmente utilizando as notagoes da teoria de ma-
trizes da seguinte maneira:
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Se

ailr @12 - Qin

a1 G2 - Q2n
A =

Am1 Am2 e Amn

T1 b1

T2 by
X = B=| .

Tn bm

podemos escrever o sistema (2.1) na forma matricial:

AX =B

Ao sistema (2.1) associamos a seguinte matriz:

aj; a2 - Qip | b1

a1 Az -+ QA2p | ba
|

Am1l  Am2 e Amn | bm

que chamamos matriz ampliada do sistema.
Teorema: Dois sistemas que possuem matrizes ampliadas equivalentes sao
equivalentes.

Dada a matriz ampliada do sistema de equagoes lineares consideramos a
matriz linha reduzida a forma escada obtida a partir da matriz ampliada do
sistema.

Teorema:

1) Um sistema de m equagdes e n incégnitas admite solugéo se, e somente
se, o posto da matriz ampliada é igual ao posto da matriz dos coeficientes.

2) Se as duas matrizes tem o mesmo posto p e p = n (nimero de colunas da
matriz dos coeficientes, ou nimeros de varidveis) a solugdo é tinica.

3) Se as duas matrizes tem o mesmo posto e p # n podemos escolher n — p
incégnitas e as outras incégnitas serdo dadas em funcdo destas. O nimero n—p
é chamado grau de liberdade do sistema.

Resumo: Dado um sistema de m equacOes e n incégnitas seja A, a matriz
ampliada do sistema e seja A. a matriz linha equivalente a matriz A, onde
a matriz dos coeficientes estao na forma escada. Seja p, o posto da matriz
ampliada e p. o posto da matriz dos coeficientes obtidos a partir da matriz A..

e Se p, # p. entdo o sistema é incompativel ( ndo possui solugio)

e Se p, = p. entao o sistema é compativel (possui solugéo). Seja p = p, = pe,
se p = n entdo o sistema é compativel e determinado (possui uma tmica
solugdo). Se p < n o sistema é compativel e indeterminado (possui infini-
tas solugbes). Sempre que um sistema possuir infinitas solugoes deveremos
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atribuir valores a algumas varidveis e determinar o valor das outras var-
idveis em fungao destas. O nimero de varidveis as quais deveremos atribuir

valor é o grau de liberdade do sistema, dado pelo nimero n — p.

1) Classificar e resolver o sistema:

2x1 + x9 + 323 = 8
4131 + 2562 + 2563 = 4
2.’E1 + 5$2 + 3$3 = =12

Solucao:

Matriz Ampliada

2 1 3 | 8
A.=14 2 2 | 4
2 5 3 | —12

Matriz linha equivalente a matriz ampliada, onde a parte da matriz dos

coeficientes estd na forma escada

100 | 2
Ac=1]0 10 | -5
0011 3

De A, obtemos: p. =3, p, =3 en = 3.
P =p. = p, = 3 = sistema compativel

p = n = sistema compativel e determinado (possui uma tnica solugao)

A matriz A, é a matriz ampliada do seguinte sistema:

5131:2
.732:—5
1‘3:3

Como sistemas equivalentes tem a mesma solugao, a solugéo do sistema (2.2)

1‘1:2
1'2:—5
1'3:3

2) Classificar e resolver o sistema:

4y + 2x + 62 = —6
—4z—-2y+3x = -38
x4+ 3z + 2y = -3
2v+4y+ 6z = —6
3r—2y—4z = -—38
r+2y+32z = =3
2 4 6 | —6
A.=13 -2 -4 | -38
1 2 3 | -3
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1 41
W[ R
e 3 3
0 0 O | 0
Neste caso temos:
n=3
Pa = 2

Pe=2=p=2

p < n =sistema compativel e indeterminado (infinitas solugoes)

grau de liberdade =n —p =1

O sistema (2.3) ¢ equivalente ao sistema

T + éz = %

{ y + 3z = T

Para encontrar uma solugdo (note que existem infinitas solugoes) devemos
atribuir valor a uma das varidveis (pois o grau de liberdade é 1) e determinar as
outras. Note que fica mais facil se atribuirmos valor a varidvel z : Por exemplo
fazendo z =0temose z = 4 e y = = (Poderfamos atribuir outro
valor qualquer a z, e para cada valor de z teremos os valores correspondentes
de z e y, dai termos infinitas solugdes)

3) Classificar e resolver o sistema:

6r —4y —2z = 3

TH+y+z =1

3r—2y—2z = 1

6 -4 -2 | 3

A, =11 1 1 | 1

3 -2 -1 | 1

10 % | é

Ae=10 1 2 | 15

000 | -4

Neste caso:

n=3
pc:2

Da = 3 = pg # pe =sistema incompativel (ndo possui solugao)

2.7.3 Solucao de um sistema por matriz inversa

Usando a notacao matricial para sistemas lineares temos

CX = B (supondo que existe C~1)
C~'CX = C7'B (observe que estamos multiplicando C~* pela esquerda)
IX = C'B
X = C'B
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Logo para se determinar a solugao basta multiplicar a matriz inversa dos
coeficientes pela matriz dos termos independentes (pela esquerda, ja que a mul-
tiplicagao de matrtizes ndo é comutativa). Se a matriz C nio tem inversa entao
ou o sistema ndo possui solugdo ou possui infinitas solugdes.

Exemplo 83 :
—2x+3y—2 = 1
r—3y+z =1
—x+2y—2z = 1
-2 3 -1 1 x
CcC=1]1 -3 1 B=|1 X=1uwy
-1 2 -1 1 z
-1 -1 0
ct=10 -1 -1
1 -1 -3
CX =8B
— -1
T -1 -1 0 1 —2.0
y | =10 -1 -1 1|1 =1-20
z 1 -1 -3 1 -3.0

2.8 Sétima lista de exercicios

1) Resolva o sistema de equagdes, escrevendo a matriz ampliada do sistema ini-
cial e escrevendo o sistema final do qual se obterd a solugdo do sistema original:

20 —y+3z = 11
dr—3y+2z = 0
r+y+z = 6
z+y+z = 4
2) Reduza as matrizes a forma escada através de operagoes linhas:
1 -2 3 -1 (1) ? ?’ 01 3 =2
a) |2 -1 2 3 b)3742 c) |2 1 —4 3
3 1 2 3 9 _3 1 2 3 2 -1

3) Determine k para que o sistema admita solu¢ao

—4dxr+3y = 2
S5r—4y = 0
2r—y = k

4) Encontre todas as solugoes do sistema
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1+ 3To + 223 +3x4 —Txs = 14
2rx1 +6x9 + x3 — 224 + D525 = —2
Ty + 3r9 — x3 + 225 = -1

5) Explique por que a nulidade de uma matriz nunca é negativa.

6) Chamamos de sistema homogéneo de n equagbese m incégnitas aquele
sistema cujos termos independentes sao todos nulos.

a) Um sistema homogéneo admite pelo menos uma solugdo. Qual é ela?

b) Encontre os valores de k € R, tais que o sistema homogéneo

20 —by+2z = 0
z+y+z = 0
22 + kz =0

tenha uma solucao distinta da solugao trivial.
7) Podemos resolver um sistema usando matriz inversa da seguinte forma:

AX = B
A7'AX = A'B
X = A'B

Isto é 1itil quando desejamos resolver vdrios sistemas lineares que possuem a
mesma matriz dos coeficientes.

1 2 -2

Usando a teoria acima resolva os sistema AX = BondeA=| 2 5 —4

3 7 -5
1 1 -1 1000 111
a)B=|2 |b)B=|3 c) B= 3 d) 10 e) 311
3 100 100 511

o ot

8) Resolva o sistema D~'XY = B e encontre o vetor Y, onde X é solugéo
da equacdo matricial D' XD =A e
D = diag(1,2,3,4,5,6)

100 0 1 1 1 Y1
01 2 2 2 2 0 Yo
|10 01 1 1 1 |1 | ys
A= 0001 -1 —-1¢ B= 2 |’ Y= Y4
0 00 0 1 0 0 Ys
0 000 O 1 1 Y6
9) Classifique o sistema e exiba uma solugao, caso ela exista:
20 4+4y+6z2 = —6
3xr —2y—4z = =38
r+2y+3z = -3

10) Uma editora publica um best-seller potencial com trés encadernagoes
diferentes: capa mole, capa dura e encardenagao de luxo. cada exemplar neces-
sita de um certo tempo para costura e cola conforme mostra a tabela abaixo:
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Comhura Cola

Capa Mole 1 nan 2 mun

Capa D 2 nun 4 nun

JRE Jaman Saun
Figura 2.1:

Se o local onde séo feitas as costuras fica disponivel 6 hora por dia e o local
onde se cola, 11 hora por dia, quantos livros de cada tipo devem ser feitos por
dia, de modo que os locais de trabalho sejam plenamente utilizados?

11) Num grande acampamento militar ha 150 blindados dos tipos BM3,
BM4 e BMS5, isto é, equipados com 3, 4 ¢ 5 canhoes do tipo MX9 respectiva-
mente. O total de canhdes disponiveis é igual a 530. A soma dos BM4 com os
BMS5 corresponde aos 2 / 3 dos BM3. Se para o inicio de uma manobra mili-
tar, cada canhao carrega 12 projéteis, quantos projéteis serao necessdrios para
o grupo dos BM4 no inicio da operacao?

2.9 Apéndice

2.9.1 Calculo da inversa por adjunta

Dada uma matriz , lembramos que o cofator d;; do elemento a;; da matriz A é
o elemento (—1)"™7 det A;;, onde A;; é a submatriz de A obtida extraindo-se a
t — ésima linha e a j — ésima coluna. Com estes cofatores forma-se uma nova
matriz A, denomindada matriz dos cofatores denotada por A. Portanto

A= [dij]
onde dij = (—1)i+j det Aij

Exemplo 84 :

a1 =2=dy1 = (71)1+1 det g :| =1 (719) =-19
— — 142 [ -3 4 ] — —

as =1 =dyg = (71) det 1 5 =—1x (719) =19

ars = 0= dig = (1) det | [0 ¢ [ =15 (-19) = 19
_ _Cpetiae] L O] _

as = —3 = d21 = (—1) det 6 5 =—1x (5) =-5
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age = 1= d22 = (—1)2+2 det % g =1x (10) =10
a23 = 4= d23 = (*1)2+3 det ? é =—1x (11) =-11
asy = 1= d31 = (—1)3+1 det 1 Z =1x (4) =4

(2 0

asy = 6 = d32 == (—1)3+2 det 3 4 :l =—1x (8) = -8

0,33:5=>d33:(—1)3+3d6t 3 1 :| :1*(5):5

19 19 —19

A=1| -5 10 -11
4 -8 5

Defini¢ao: Dada uma matriz quadrada A, chamaremos de matriz adjunta de
A a transposta das matriz dos cofatores de A e denotaremos adj A. Portanto

. —T
adj A=A .

Teorema: Uma matriz quadrada A admite inversa se e somente se det A # 0.
Neste caso

_ 1 .
Al = detA(ade)

2.9.2 Regra de Cramer

Um outro método de resolugao de sistemas lineares de ordem n X n é a Regra
de Cramer onde as solugoes de sistema linear linear sao calculadas usando o de-
terminante. Justamente por usar o determinante este método torna-se invidvel
computacionalmente mas é bastante pratico em certas questoes tedricas.

a1121 + ajpxs + aj3xs + ...... + a1y, = by
a211 + ag2x9 + a23x3 + ...... + agnx, = bo
Ap121 + ApoTo + ap3r3 + ...... + Gpnxn = by,

Na forma matricial este sistema é escrito da seguinte maneira:

ailp a2 o Qip T1 b1
az; Q22 - 42p €2 bo
an1 an2 e Ann Tn bn

Supondo que det C # 0 e portanto que C tenha inversa C~! obtemos
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CcX
clcx
IX

X

B

Cc'B (observe que estamos multiplicando C~! pela esquerda)
c'B

usando a relacao

temos

x
T2

I
T2

Tn

z
1)

In

Cc'B
1
-1 .
= djiC
et 0 “4C)
- (adjC)B
det ¢ 1Y
ail a2 A1p by
1 . az1 422 A2n by
= ——=adj . .
detC :
anl  an2 Ann by,
D11 Daia Day, b ]
1 Da21 DCL22 DCLQn b2
T detC : : : :
Dan1 Dayo Dayy, bn |
[ 01D+ baDars +---+ byDayy, |
1 biDaz1+ byDazs +---4+ byDasy,
- detC | : 32 :
L leanl b2Dan2 e anaJnn i
1
=—— (1D be D -+ bpDayn,
T1 detC’(l 11 +02Dazs + -+ Q1n)
by a2 Q1n
1 ot by az aop
T et 0 ° :
bn an2 Ann
by a2 a1n
by az aop
det | .
bn An2 Ann
xr1 =
aix a2 Q1n
a1 422 a2n
det | .
anl1  an2 Ann
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Analogamente

a1l e bl e A1n
a1 e b2 e Aoy
det
anl e bn e Ann
xTr; =
a1 Q2 - Q1n
a1 Q22 -+ G2pn
det
Gp1  QAp2 - Ann
1=2,3,.....,m
Podemos escrever esta relagao na forma
D;
T, = —
D
onde
a1l “e b]. e A1n
a21 “en b2 “ee a2
Di = det
an1 “e bn e Qnn
e
air Q2 - Gin
a1 Q22 -+ G2pn
D =det
Gp1  QAp2 " Ann

Usando a Regra de Cramer podemos classificar um sistema n x n:

Se D # 0 entdo o sistema possui uma tnica solugdo (compativel e determi-
nado)

Se D =0 e algum dos D; # 0 entdo o sistema é incompativel

Se D =0etodosos D; =0, parai=1,...,n entdo o sistema possui infinitas
solucoes. Note que nao podemos determinar o grau de liberdade pela Regra de
Cramer.

Exemplo 85 Resolver o sistema

TH+y=2
10z + 10y = 20
1 1
D—det{lo 10]—0
2 1
D1—det[20 10:|—0
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1 2
Dg—det[lo 20}—0
Logo o sistema possui infinitas solugoes.

Exemplo 86 Resolver o sistema

20 +y—2=0
20 4+ 20y — 20z =1
r+y—2=0
2 1 -1 ]
D=det| 20 20 =20 [ =0
11 -1 ]
0 1 -1
Dy=det| 1 20 =20 | =0
0 1 -1 ]
2 1 -1
Dy=det| 20 0 —20 [ =20
1 1 -1
2 1 0
Dy=det| 20 20 1 | =-1
1 1 0
Como Dy e D3 = —1 o sistema é incompativel

Exemplo 87 Resolva o sistema

r+y—z=0
r—y—z=1
z+y+z=1

1 1 -1
D=det| 1 -1 -1 |=-4
1 1 1

Logo o sistema tem uma tnica solugao

0 1 —17
Di=det| 1 -1 -1 |=-4
1 1 1
1 0 —1]
Dy=det| 1 1 -1 ]| =2
1 1 1
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Dy=det| 1 -1 1 |=-2
11 1
A solugdo é
_ D_-4_,
S > M R
_ D_ 2 -1
2T DT AT
_ D _=2_1
S 5 W El>

Exercicio: Usando a Regra de Cramer faca a classificagio de um sistema
homgéneo AX =0
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Capitulo 3

ESPACOS VETORIAIS

3.1 Introducao

Produto de dez anos de intensa pesquisa e desenvolvimento, o primeiro
onibus espacial dos EUA (lancado em 1981) foi uma vitéria da engenharia
de controle de sistemas, envolvendo muitas dreas da engenharia - aerondutica,
quimica , elétrica, hidraulica e mecinica. Os sistemas de controle de 6nibus
espacial sdo absolutamente criticos para voo. Ele requer um constante moni-
toramento por computador durante o voo atmosférico. O sistema de voo en-
via uma sequéncia de comandos para a superficie de controle aerodinamico.
Matematicamente , os sinais de entrada e saida de um sistema de Engenharia
sao funcoes. E importante para as aplicacOes que essas fungdes possam ser
somadas e multiplicadas por escalares. Essas duas operaces em fungoes tem
propriedades algébricas que sao completamente andlogas as operagoes de soma
de vetor e multiplicacao de vetor por escalar no R™. Por esse motivo, o conjunto
de todas as entradas possiveis (fungdes) é chamada de um espago vetorial.
A fundamentacao matemadtica para a engenharia de sistemas repousa sobre es-
pacos vetoriais de fungoes, portanto precisamos estender a teoria de vetores do
R™ de modo a incluir tais fungoes.

Antes de apresentarmos a sua defini¢do, analisaremos em paralelo dois
objetos: o conjunto formado pelas fungoes f : R — R, denotado por F(R)
e o conjunto das matrizes quadradas de ordem n com coeficientes reais que
denotaremos por M, (R).

A soma de duas fungoes f e g de F(R) é definida como:

(f+9)(x) = f(z) + g(=).

Note também que se o € R podemos multiplicar o escalar « pela fungao
f, da seguinte formas:

(af) (x) = a(f(2))

resultando num elemento de F'(R).
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Com relagdo a M, (R) podemos somar duas matrizes quadradas de
ordem n,

A+ B = (a;j + bij)nwn

que é um elemento de M,,.
Com relagdo & multiplicagdo do escalar a pela matriz A € R

oA = (aaij)n:cn

o qual também € M, (R).

O que estes dois exemplos acima, com a adigao de seus elementos e
multiplicagdo de seus elementos por escalares, tém em comum?

Verfica-se facilmente a partir das propriedades dos nimeros reais que,
com relagdo a quaisquer fungoes f, g e h em F(R) e para o, 8 € R, sao vdlidos
os seguintes resultados:

1. f+9=9g+h

2. f+(@+h)=(f+9) +h

Se g representa a funcao nula entao f+g=f
f+(=f)=0

a(Bf) = (aB)f

(a+B)f =af +B8f

alf+g)=af+ag

1f=f

® N e oo W

Agora, com relagdo a quaisquer matrizes A, B, e C em M, e para todo
a, B € R, também sdo validos os seguintes resultados:

1. A+ B=B+A

2. A+(B+C)=(A+B)+C

3. Se 0 representa a matriz nula entao A+0= A
4. A+(-A)=0

5. a(BA) = (aB)A

6. (¢ +08)A=aA+pA

7. a«(A+B)=aA+aB

8. 1A=A

101



Observamos que o conjunto das funcées bem como o das matrizes, quando
munidos de soma e multiplicagao por escalar, apresentam propriedades algébri-
cas comuns. Existem muitos outros exemplos de conjuntos que apresentam as
mesmas propriedades acima. Para nao estudarmos separadamente cada con-
junto, estudaremos um conjunto genérico e nao vazio, V', sobre o qual supomos
estar definidas as operacoes de adigao e multiplicagao por escalar.

Definigao 88 Um espaco vetorial V' é um conjunto, cujos elementos sao chama-
dos vetores, no qual estio definidas duas operagdes: a adicdo, que a cada par
de vetores, u e v €V faz corresponder um novo vetor denotado por u+v € V,
chamado a soma de u e v, e a multiplicacao por um nimero real, que a cada o €
R e a cada vetor v € V' faz corresponder um vetor denotado por av, chamado
produto de o por v. FEstas operagdes devem satisfazer, para quaisquer o, € R
eu,vew €V as sequintes propriedades:

1. Comutatividade: u+v=v+u

2. Associatividade: (v +v) +w=u+ (v+ w)

Vetor nulo: existe um vetor nulo 0 € V tal que v+ 0 = v para todov € V
Inverso aditivo: Para cada v € V' existe —v €V tal que —v+v =0
Distributividade: (a+ 8)v = aw + fv

(aB)v = a(pv)

a(u+v) = au+ av

®© N oo W

Multiplicacao por 1: l.u = u

Exemplo 89 Para todo nimero natural n, o simbolo R™ representa o espaco
vetorial euclidiano n-dimensional. Os elementos de R™ sao as listas ordenadas
(chamadas n-uplas) v = (z1,22,23,...... . Tn), 0 = (Y1,Y2,Y3, - Yn) de nimeros
reais. Por definicdo a igualdade vetorial u = v significa as n igualdades numéri-
cas

T1 = Y1,22 = Y2, ..... Tpn = Yn-
Em R"™ definimos as operagoes:

u+v=(r1+y1, T2+ Y2, Tpn + Yn)

au = (ax1, 0, ...y,

Verifica-se sem dificuldades, que estas definigdes fazem do R™ um E. V. (veri-
fique).
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Exemplo 90 O conjunto dos polinémios em x, de grau menor ou igual a n é
definido por :

P, = {p(x) =a,+aix+ ... +an 12" an™ S oy Gy ey Q1 Gy € ]R}
com as operacoes de adicdo de polindomios e multiplicacdo de um polindémio por
um escalar é um espaco vetorial. Note que cada elemento de P, é uma fungdo
p:R—-R
Exemplo 91 O conjunto das matrizes definido por

M(m,n) = {Aan = {aij} / aij € R,i=1,...mej= 1,..,77,}

com a soma usual de matrizes e multiplicagdo usual de um escalar por uma
matriz é um espaco vetorial.

No caso particular das matrizes quadradas de ordem n denotaremos
M(n,n) por M,.

Exemplo 92 Seja o conjunto R? = {(x,y) / x,y € R} com as operagdes assim
definidas:

(x1,91) + (z2,92) = (w1 + 22,91 + Y2)

a(z,y) = (az,y)

O conjunto R? com estas operacdes ndo é um espaco vetorial, de fato:
Vamos mostrar que falha a propriedade 5) do E.V.

(a+ B)u = (a+ B)(x1,11) = (o + B)x1,y1) = (ax1 + Br1,y1)

au+fu = =alr,y)+ B@,y) = (ewy,y1) + (Br1,91) = (awy + By, 251)
= (a+ B)u# au+ Pu
3.2 Subespacgos

Definigao 93 Seja V' um espago vetorial. Dizemos que W C V' é um subespago
vetorial de V' se forem satisfeitas as sequintes condigdes:

1. seu,veWentaou+veW

2. se u € W entao au € W para todo a € R.

Podemos fazer trés observagoes:
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e as condigoes da defini¢do garantem que ao operarmos em W (soma e mul-
tiplicagao por escalar) nao obteremos um vetor fora de W. Isto é suficiente
para afirmar que W é ele préprio um E.V.

e Qualquer subespago W de V precisa conter o vetor nulo.

e Todo espago vetorial admite pelo menos dois subespagos: o conjunto for-
mado pelo vetor nulo e o préprio E.V.

Exemplo 94 Seja V =R5 e W = {0, 29,23, 24,25), W ¢é um subespago veto-
rial?

Resolugao:
verificamos as condi¢oes de subespago:  seja u = (0, 22,23, T4,75) € W e
U= (07y2,y37y45y5) ew

Loutv=(0,22 +y2,23 + Y3, T4 + Ys, 05+ y5) €W
2. au = a0, 22,23, %4, T5) = (0, vxa,ax3, g, ax5) € W
logo W é um subespaco vetorial.

Exemplo 95 Seja S = {(z,y,2) € R® /x +y + 2 =0}, S é um subespago de
R3?

Resolugao:
Dados u = (z1,y1,21) € S e v = (x2,y2,22) €S

Lou4v=(x1,y1,21) + (T2,Y2, 22) = (1 + 22, Y1 + Y2, 21 + 22)

Como u = (x1,y1,21) € S = z1 +y1 + z1 = 0. Analogamente zo + yo + 22 =
0, e podemos concluir que (x1 +x2) + (11 +y2) + (21 +22) =0=>u+veES

2. au = a(z1,y1,21) = (ax1,ay;,az) para todo a = ax) + ay; + az; =
alz1+y1+2z1)=a0=0edai au e S

Portanto, S ¢ um subespaco vetorial de R3.

Exemplo 96 V = M, e W é o subconjunto das matrizes triangulares superi-
ores. W é subespaco de V', pois a soma das matrizes triangulares superiores
ainda é uma matriz triangular superior, assim como o produto de uma matriz
triangular por um escalar (Verifique).

Exemplo 97 Uma situagdo importante em que aparece um subespaco é obtida
ao resolvermos um sistema linear homogéneo. Por exemplo:

2r+4y+2=0
r+y+22=0 (3.1)
r+3y—z=0

104



Observe que, se colocarmos este sistema na forma matricial , temos

2 4 1 x 0
11 2 y =10 (3.2)
13 -1 z 0

Desta forma, estamos procurando, dentro do E.V. M(3,1) das matrizes colu-
nas de 3 linhas, aqueles vetores que satisfazem a relagio (3.2) isto é, aqueles
vetores solugao do sistema. Queremos saber se o comjunto dos vetores solug¢do
¢ subespago de M(3,1). Para isto, teremos que tomar dois vetores-solugdo:

X1 i)
Yyr [ €] Y2
22 22

e verificar se sua soma ainda é um vetor-solucao. Entdo:

2 4 1 T T2
1 1 2 U1 + Y2 =
1 3 -1 Z9 )
2 4 1 T 2 4 1 To
1 1 2 v1i |+ 1 1 2 Y2 =
1 3 -1 29 1 3 -1 29
0 0 0
0 + 0 = 0
0 0 0

logo a soma é uma solugao. Além disso, se multiplicarmos

x1

1
Z1

por uma constante a,teremos

2 4 1 T
11 2 al n =
1 3 -1 )

0

0

2 4 1 1 0
Q 1 1 2 Y1 =« =10
1 3 -1 z9 0 0

portanto, o conjunto W dos vetores-solucéo é subespaco vetorial de M(3,1).

Exemplo 98 Seja V =R? ¢ W = {(z,2?),z € R). Se escolhermos u = (1,1)
ev=(2,4) € W, temos: u+wv = (3,5) ¢ W, portanto W ndo é subespago
vetorial de R2.
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Exemplo 99 Seja V =R? e W = {(x,y) € R?/y = 22}W ¢ subespaco vetorial
de R?, pois temos:

1. Para u= (x1,271) e v = (x2,2y2) € W tem-se u+v = (21 + 2,2(y1 +
y2)) € W, pois a segunda componente de u+wv é igual ao dobro da primeira.

2. au = a(z1,221) = (ar1,2(ax1)) € W, pois a segunda componente de au
é igual ao dobro da primeira.

3.3 Interseccao de dois Subespacos Vetorias

Definigao 100 Dados W7 e Wy subespacos de um espaco vetorial V, a inter-
seccao Wiy N Wy ainda é um subespaco de V.

Exemplo 101 V = R3. Seja Wy = {(z,y,2) €R3/ y=0) e Wa = {(2,9,2) €
R3/ x =0). Wi NWy é a reta de intersec¢io dos planos Wi e Wa, ou seja
WinNWy ={(z,y,2) eR}/ z=0ey=0)

Exemplo 102 V = R3. Seja Wy = {(z,y,2) € R3/ z+y+2=0) e Wy =
{(‘ray?Z)eRg/ .'L'+y—Z:0)

Para encontrarmos a intersecao do dois subespagos devemos

resolver o sistema
z+y+2=0
z+y—2=0

A solugdo desse sistema é z =0, y = —z. Portanto Wi N Wy = {(z,y,2) €
R3/ z=0ey=—x)
Exemplo 103 V =P,. Seja Wy ={peP; / p(1)=0}eWy={peP; /
p’(1) =0}
Como p € Py entdo p = a + bz + cx? + dz®, com
a,b,c,d,e € R. Se p € Wi entdo p'(1) =0 = b+ 2c+3d = 0. Se p € W entdo

p"(1) = 0 = 2c+ 6d = 0. Para que p pertenga a W1 N Wy devemos resolver o
sistema,

b+2c+3d=0
2¢+6d=0

—3d
= 3d
Portanto Wi NWy ={pe€ Ps / p=a+ 3dx — 3dz? + dz3}

Exemplo 104 V = M(n,n), Wi = {matrizes triangulares superiores}; Wy =
{matrizes triangulares inferiores}. Entao W1 N Wa = {matrizes diagonais}.
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Exemplo 105 Seja V = My = <

i {(;
e {(:

W =Wy N Wy é um subespacgo de V', pois

v-{(3 )}

Exemplo 106 Sejam Wy e Wy dados por:

o o

o O

Wy ={(z,y) e R}z +y =0}

Wy = (z,y) € Rz —y =0}

serd que Wi U Wy é um subespago vetorial de V7
Solucao :

Nao. Basta considerar V = R?,
u = (1, ].) e W,
v = (1, —1) e Wy

mas u+v = (1,1) + (1,—1) = (2,0) ¢ W1 U W, (represente graficamente
esta soma de vetores)

3.4 Combinacao Linear

Definigao 107 Seja V' um espago vetorial real, vi,va, ...... yun € Vear,ag, ... an €
R. Entao, o vetor

V= a1v1 + a2v2 + ..... —+ anvy
é um elemento de V ao que chamamos de combinagao linear de vy, v, ...... s Un

Exemplo 108 Em R? o0s vetor v = (10,16) é uma combinagdo linear dos
vetores

vy = (1,2) v2=(3,4) pois v =4v; + 2vs.

Exemplo 109 Verifique se o vetor v = (3,2,1) pode ser escrito como uma
combinagao linear dos vetores v1 = (1,1,1),v2 = (1,—1,1),v3 = (1,1, —1).
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Devemos verificar se existem nimeros a, b, ¢ tais que v = avy +bvs+cvs,
ou seja,

(3,2,1) = a(1,1,1) + b(1,—-1,1) + ¢(1,1, —1).

devemos entao resolver o sistema

3

1 -1 1 bl = |2
1 1 -1 |¢ 1

Mas esse sistema tem uma tnica solucao a = %, b= % e ¢ = 1, portanto

v pode realmente ser escrito como combinacdo de vi,vy e vz, da forma v =

3 1
501 + 5U2 + vs3.

Exemplo 110 No espaco vetorial Py o polinomio p = Tx? + 11z — 26 é combi-
nacdo linear dos polinomios: ¢ = 5x> —3x 4+ 2 e go = —222 4 5z — 8, de fato
p = 3q1 + 4q2 (confira).

Exemplo 111 Verique que em Py o polinémio p(x) = 1+a? é uma combinagdo
dos polinémios q(x) =1, r(x) =1+ x e s(x) = 1 + o + 2.

Resolucao:
Precisamos encontrar nimeros reais, a1, as e ag tais que:

p(z) = a1q(x) + asr(x) + azs(z)
Ou seja, precisamos encontrar ap,as e ag satisfazendo:
1+22=a; +ax(l+2)+az(l +x+2?)
que é equivalente ao sistema:

a1 +as+az =1
as +az3 =0 = ap=1lao=—-1eaz=1.
a3:1

Exemplo 112 Consideremos , no R3, os sequintes vetores: vy = (1,-3,2) e
vy = (2,4, —1). Escreva o vetor v = (—4,—18,7) como combinagdio linear dos
vetores v € va.

Resolugao:

UV = a1v1 + a2
(—4, —18, 7) = 0,1(1, —3, 2)—|—a2(2, 4, —1) = (lal, —3@1, 2a1)—|—(2a2, 4(12, —1(12) =
= (a1 + 2a2, —3a1 + 4as 2a1 — az) que é equivalente ao sistema:

a1 + 2&2 =—4
—3a1 +4as = —18 a1 =2, ap = —3.
20,1 — ag = 7
Portanto, v = 2v; — 3vy. Agora mostre que o vetor v = (4,3,—6) néo é
combinagao linear dos vetores v1 = (1,—3,2) e v = (2,4, —1).
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3.5 Dependéncia e Independéncia Linear

Definicao 113 Sejam V' um espacgo vetorial e vy, va,...... , U, € V. Dizemos que
o conjunto {v1, va, ...... ,Un} € linearmente independente (LI), se a equagao:

ai1v1 + asvs + ... + apv, =0
implica que
a1 =as=..=a, =0.

No caso, em que exista algum a; # 0 dizemos que {v1,va, ...... ,Un} € linear-
mente dependente (LD).

Para determinarmos se um conjunto é L.I. ou L.D. devemos fazer a
combingao linear do conjunto de vetores e igualar esta combingao linear ao
vetor nulo do espago. Portanto é muito importante ter conhecimento do vetor
nulo do espago em qua estamos trabalhando.

Definicao 114 Considere o espaco vetorial R® e os conjunto de vetores:

o {(1,2,3),(1,1,1),(1,0,0)}
8 = {1,2,3),(1,1,1),(3,5,7)}

Os conjuntos « e § acima sao L.I ou L.D.
Solucao:
Fazendo a combinagao linear

a(1,2,3)+b6(1,1,1) +¢(1,0,0) = (0,0,0)

temos o sistema homogéneo:

a+b+c = 0
2a+b = 0
3a+b =0

cuja tnica solugao é a = b = ¢ = 0. Portanto o conjunto « é L.I
Fazendo a combinagao linear

a(1,2,3) +b(1,1,1) +¢(3,5,7) = (0,0,0)

temos o sistema homogéneo:

o O O

a+b+ 3¢
2a +b+5c =
3a+b+T7c =

que possui infinitas solugdes ( grau de liberdade 1). Portanto além da solugdo
nula ( que todo sistema homogéneo tem) este sistemas possui outras solugaoes
diferentes da solucao nula, logo o conjunto g é L.D.
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Teorema 115 O conjunto {vy,va, ...... ,Un} € LD se, e somente se um dos ve-
tores do conjunto for uma combinac¢do linear dos outros.

Exemplo 116 a) Seja V = R3. Sejam vy,vy € V.0 conjunto {vy,v2} é LD se
e somente se v, e vy estiverem na mesma reta que passa pela origem (um vetor
¢ maltiplo do outro), v = Avs.
b) Em V =R2?, e; = (1,0) e e3 = (0,1) sdo LI, pois:
aie] + agses =0 = al(l,()) + CLQ(O, 1) = (0, 0) - (CZLCLQ) = (0,0)

logo a1 = 0 e ay = 0 portanto, eje e; sao LI.

Exemplo 117 No espaco Vetorial Ms o conjunto:

S 3G T

é LD. Examinemos a equacao: a1v1 + asve + azvy =0
a_12+a2_3+ar3_4—00
-3 1 213 0 1s 1] (0o0
cuja solugdo é a3 = —ag e ap = —2a3, .Como existem solugdes a; # 0, o conjunto
¢ LD.

Propriedades da Dependéncia e da Independéncia Linear

Seja V um E.V
1. Se A={v} CVev#0,entdao A éLIL
2. Se um conjunto A C V contém o vetor nulo, entdo A é LD

3. Se um conjunto A C V é LI, qualquer parte de A; de A também é LI.

3.6 Subespagos Gerados

Definigao 118 Seja V' um espago vetorial. Consideramos um subconjunto A =
{v1,v2, ..o ,on} C VA # @.0 conjunto W de todos os vetores de V que sdo
combinagdes lineares dos vetores de A é um subespago de V. Simbolicamente, o
subespaco W é:

W={wveV /v=av) +axvs + .... + anv,}
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O subespago W diz-se gerado pelos vetores vy, vs, ...v, ., ou gerado pelo con-
junto A, e representa-se por:

W = [v1,v2,...0n.] ou W =G(A)

Os vetores vy, v, ...0,.880 chamados geradores do sube-
spago W, enquanto A é o conjunto gerador de W.
Para o caso particular de A = &, define-se [@] = {6)}
A C G(A), ou seja, { v1,v2,...0n} C [v1,v2,...05]
Todo conjunto A C V gera um subespago vetorial de V', podendo ocorrer
G(A) = V. Nesse caso, A é um conjunto gerador de V.

Exemplo 119 Os vetores i = (1,0) e j = (0,1) geram o espago vetorial R?,
pois, qualquer (z,y) € R? é combinagdo linear dei e j :

(z,y) =xi+ij = 2(0,1) +4(0,1) = (z,0) + (0,y) = (z,y)
Entao: [i,j] = R2

Exemplo 120 Seja V = R3. Determinar o subespaco gerado pelo vetor v; =
(1,2,3).

Solugao: Temos:
[1] = {(z,y,2) € R*/(z,y,2) = a(1,2,3),a € R}

Da igualdade: (z,y,2) = a(1,2,3) vem: x = a; y = 2a; z = 3a donde:
y=2xez=23r logo,

[v] = {(z,y,2) ER*Jy =2z e z =3z} ou [v1] = {(z,27,32);x € R}.

Exemplo 121 Encontre o subespaco vetorial de P3 gerado por U = {1,t,1%,1+
3}

Resolugao:

note que t3 = (3 4+ 1) — 1. Assim, dado p(t) = a, + ait + ast?® + azt3 € P
podemos escrever

p(t) = (a0 — a3) + art + ast® + ag(t* + 1) € U

Ou seja, qualquer vetor (polinomio) de P3 pode ser escrito como uma combi-
nacao linear dos vetores do conjunto U. Logo P5 = [U].

Exemplo 122 Encontre o subespago vetorial gerado de Ms gerado por
0 1 0 0
{0 0)-(4 o)}
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Resolugao: Temos que A € [G] se e somente se existirem a e b € R tais que

A=af

0 1
0 0

)+l

0 O
-1 0

)=

0 a
-b 0

)

ou seja, A € [G] se e somente se os elementos da diagonal principal de A sdo
nulos.

Exemplo 123 Encontre um conjunto de geradores para W = {X € M (4,1) /

AX =0} onde

1 1 -1 0
2 0 1 1
A= 31 0 1
0 -2 3 1
Resolugao:
a 1 1 -1 0 a 0
b 2 0 1 1 b 0
X=1 W= ]3 1 o 1 c |7 o
d 0o -2 3 1 d 0
1 1 -1 0 a 0
0 -2 3 1 b | [0 -
0 0 0 O c |10
0 0 0 O d 0
1 1 -1 0 a 0
0 1 —-3/2 —1/2 bl |0 a==—4
00 0 0 c |71 o ‘:’{ b= d
00 0 0 d 0
isto &,
—c _ 4 =1 =1
N 7 7
= 2 T2 - 2 2
X c c 1 +d 5
d 0 1
-1 -1
3 i
_ 2 2
portanto, W = 1 , 5
0 1
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3.7 Soma de Subespacgos

Definigao 124 Sejam Wi e Wy dois subespacos vetoriais de V. Entao o con-
Junto
W1+W2:{U€V/’U:’LU1+U)2,’LU1 ceWie ’LUQGWQ}

é um subespaco de V.
]}eWgz{[O O]},ondembm,deR.
c d

b
Exemplo 125 W; = g 0
. a b
EntaoWl—l—Wg:{[c d]}:Mg.

Exemplo 126 Sejam os subespacos vetoriais
Wi = {(a7b7 0);a7b € R} e Wy= {(0,0,C),C S R}

do espago vetorial R3. A soma Wy + Wy = {(a,b,c);a,b,c € R} é subespaco
vetorial, que nesse caso é o proprio R3.

Proposic¢ao 127 Quando Wy, N Wy = {0}, entao Wy + Wo é chamado soma
direta de Wy com Wa, e denotado por W1 & Ws.

Observagao 128 Usando os geradores podemos obter uma caracterizagio da
soma de dois subespagos: Seja W e U subespagos de V, se W = [uq,...,up] €
U =[wi,...,; W] entao W + U = [U1, ...y Up, W1, ..., W)

Exemplo 129 Verifique que R é a soma direta de

Wi ={(z,y,2) eR%z+y+2=0}

Wo = {(z,y,2) € R%z =y =0}

Resolugao:
Note que W3 ¢ de fato um subespago vetorial de R3 (Verifique)
Dado veWy v=(z,y,—z—y)e ue Wy, u=(0,0,z+y+2)

u+tv=(z,yz2) =R

vamos mostrar que Wi N Wy = 0. Seja (z,y,z) € Wi N W, temos:

z+y+2=0
=0 <~ (z,y,2) = (0,0,0)
y=0

Exemplo 130 FEncontre os geradores do subespaco U + W onde

U = {(x77y72)€R3/$+y+220}7 €
W = {(x,y,z)€R3/x+y:06x—z:0}
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Resolugéo: Sev € U = v = (x,y,—z —y) = (1,0,—1) + y(0,1,—1) logo
U =1(1,0,-1),(0,1,-1)]

SeveW =v=(z,—x,2) =x(1,—-1,1) logo W = [(1,-1,1)]

Usando a teoria acima explicada temos que

U+W =][(1,0,-1),(0,1,—1),(1,—1,1)]

3.8 Base e Dimensao de um Espaco Vetorial

3.8.1 Base
Um conjunto 8 = {v1, v, ...... ,Un} C V é uma base do E.V se:

1. 6Ll

2. B geraV
Exemplo 131 3= {(1,1),(—1,0)} ¢é base de R?. De fato:

1. B é LI pois a(1,1) + b(—=1,0) = (0,0) = a=0b=0

2. 3 gera R?, pois para todo (x,y) € R?, tem-se :

(z,9) = y(1,1) + (y — 2)(=1,0)
Realmente , a igualdade (z,y) = a(1,1) +b(-1,0) = a=ye b=y —z.

Exemplo 132 O conjunto {(0,1),(0,2)}ndo é base de R? pois é um conjunto
LD. Se
(0,0) = a(0, 1) + b(0,2)

temos a = —2b. Assim para cada valor de b conseguimos um valor para a, ou
seja, temos infinitas solugoes.

Exemplo 133 Seja V = R? entio a = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1) ¢é uma base
do R3 (verifique!).

Exemplo 134 O conjunto 8 = {1,x,22,...,a"} é uma base do espago vetorial
P,. De fato:

1. ap+ a1z + asx® + ... +apz" =0=a9g=a; = ..... = a, = 0, portanto,
8 éLL

2. B gera o espago vetorial P, pois qualquer polinémio p € P, pode ser
escrito assim:
p:ao+a1x+a2x2+ ..... +a,x

que é uma combinacdo linear de 1,z, 22, ..., 2".

Logo, B € uma base de P,,.Essa ¢ a base canonica de P, e tem n + 1 vetores.
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Exemplo 135 FEncontre uma base para U + W onde
U = {(m,,y,z) €R3/1E+y+220} e
W = {(m,y,z) ER z+y=0c¢ x—z:O}
Resolugdo: U = [(1,0,-1),(0,1,-1)] e W = [(1,—-1,1)] ( J4 vimos este
exemplo)
U+WwW=](1,0,-1),(0,1,-1),(1,-1,1)].

Ja temos um conjunto que gera a soma, se este conjunto for L.I. entao ele
serd uma base

a(1,0, + b( 1 = (0,0,0)
0 -1 -1
A= = A7! 1 2 1 | logo o conjunto é L.I e
1 1 1
portanto. 8 = { (1, 0 ) (1,-1,1)} é uma base de U + W

Exemplo 136 FEncontre uma base para U + W onde

U = {(m,,y,z)€R3/x—y+z:0ex—y:()},e
W = {(:E,y,z)€R3/:E+y—z:06x—z:0}
_ r—y+z=0 _
Sev—(x,y,z)eUé{ Ty =0 =v=(z,z,0)

Usando a teoria acima explicada temos que U+W = [(1,0, —1), (0,1, —1), (1, —1,1)]
Como o conjunto 5 = {(1,0,-1),(0,1,—1),(1,—1,1)} é LI (verifique isto) e
gera o espago U + W entao ele é uma base do espago U + W.

Exemplo 137 Dados:
. 11
U={Aec MR);A=A"} e W—KO 1” em Mo

encontre uma base para U W, UNW, W 4+ U

Resolucao:
b .
ParaU: A= ( Z d ) < ¢ = b portanto, A € U se existirem a1, as, a3 €
R tais que

10 0 1 0 0
A=eoo) (1) om(5)

pode-se verificar facilmente que as matrizes

o o) (Vo) (7))

sao L.I e portanto, como geram U, formam uma base de U.
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Para W: Como a matriz

O =
— =
~__

gera W, ela serve para base de W
ParaUNW :
AcUNW & A= At e existe o € R tal que

(5 1)

, isto €, se e somente se existir a € R tal que

a a) (a0
0 o) \a «a
que é satisfeita quando a = 0 , ou seja, A = 0.Desse modo U NW = {0}. Uma

base para U NW é 3 = ¢. Veja a observagao a seguir para elucidar esse fato.
—
Observagao: Seja V' um espago vetorial e 0 € V o vetor nulo de V. Como

o conjunto f = {6)} ¢ LD (mostre isto) temos que este conjunto néo pode ser

uma base do conjunto N = {6)} . Este é um caso patolégico e para que nao seja
contrariada a defini¢do de base tomamos § = ¢ (conjunto vazio) como sendo
base para o espago N = {6)}

Para U4+ W : Como UNW = {0} temos U + W & soma direta e, portanto,

uma base ¢ : {((1) 8)(2 (1)><8 (f)((l) 1>}

Proposigao 138 "Todo conjunto LI de um espago vetorial V' é base do sube-
spago por ele gerado .
Exemplo 139 O conjunto 8 = {(1,2,1),(—1,-3,0)} C R® é LI e gera o sube-
spago .

W = {(z,y,2) € R¥/3x —y — 2 = 0}.
Entao, B € base de W, pois 5 é LI e gera W.

Teorema 140 Sejam vy, ve,...v,, vetores ndo nulos que geram um espago ve-
torial V. Entao, dentre estes vetores podemos extrair uma base de V.

Proposigao 141 Seja um E.V 'V gerado por um conjunto finito de vetores
V1, V2, ...Uy. Entdo qualquer comjunto com mais de n vetores é necessariamente
LD (e, portanto, qualquer conjunto LI tem no mdzimo n vetores).
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3.8.2 Dimensao

Seja V' um Espago Vetorial.

Se V' possui uma base com n vetores, entdao V' tem dimensdao n e anota-se
dimV =n.

Se V' nao possui uma base, ou seja, a base é 8 = ¢ entao dimV =0

Se V possui uma base com infinitos vetores, entao dimV é infinita e anota-se
dimV = co

Exemplo 142 dimR? = 2 pois toda base de R? tem 2 vetores
Exemplo 143 dim M (2,2) =4

Exemplo 144 dim M (m,n) = m.n

Exemplo 145 dm P, =n+1

Proposigao 146 Seja V um E. V. tal que dimV =n

Se W é um subespago de V entao dimW < n. No caso de dimW = n ,
tem-se W = V. Para permitir uma interpretacao geométrica, consideremos o
espaco tridimensional R?(dimR? = 3).

A dimensdo de qualquer subespaco W do R3 sé poders ser 0,1,2 ou 3.
Portanto, temos os seguintes casos:

1. dim W = 0, entdo W = {0) é a origem

2. dimW =1, entao W é uma reta que passa pela origem
3. dim W = 2, entao W é um plano que passa pela origem
4. dim W = 3 entdo W = R3.

Proposigao 147 Seja V um E. V de dimensdo n. Entao, qualquer subconjunto
de V' com mais de n vetores é Linearmente Dependente (LD).

Proposigao 148 Sabemos que o conjunto B é base de um espaco vetorial se B8
for LI e gera V. No entanto, se soubermos que dimV = n , para obtermos uma
base de V basta que apenas uma das condi¢des de base esteja satisfeita.

Exemplo 149 O conjunto 3 = {(2,1),(—1,3)} é uma base do R?. De fato,
como dimR? = 2 e os dois vetores dados sdo LI (pois nenhum vetor é mailtiplo
escalar do outro), eles formam uma base do R?.
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3.8.3 Dimensao da Soma de Subespacos Vetoriais

Proposigcao 150 Seja V um espaco vetorial de dimensao finita. SeU e W sdo
subespagos vetoriais de V' entdo dim(U+ W) = dimU +dim W — dim(U N W).

No exemplo (137 ) de base , para encontrar a base de U + W podemos usar
esta proposicio: dim(U + W) = dimU +dimW —dim(UNW)=3+1-0=
4 = dim M5 , portanto, U + W = M5 e uma base pode ser dada por:

oo ) (oo) (o) (50}

3.8.4 Coordenadas

Seja V' um espago vetorial gerado e § uma base de V' formada pelos vetores
U, U2 ... Up
v € V sendo
UV =T1U] + ToU2 + ... + TpUp

Os coeficientes x1, 2, ...z, sdo chamados componentes ou coordenadas de v em

relacdo a base (8 e se representa por :

Z1

= | ™

Tn

Exemplo 151 No R? consideremos as bases o = {(1,0),(0,1)}, 8 = {(2,0), (1,3)}
evy={(1,-3),(2,4)}. Dado o vetor v = (8,6) tem-se:

(8,6) = 8(1,0) + 6(0,1)
(8,6) = 3(2,0) +2(1,3)
(8,6) = 2(1,—3) + 3(2,4)

. maz( ) ( ) :(3).

Exemplo 152 Mostre que os vetores (1,1,1),(0,1,1) e (0,0,1) formam uma
base de R3. Encontre as coordenadas de (1,2,0) € R3 com relagdo a base 3
formada pelos vetores acima.

Resolucao:

J4 sabemos que dim R3 = 3.Entdo verificamos se os vetores acima sao LI.
Os vetores sao LI se ajv1 + asve + a3vs = 0 & a1 = a9 = a3 = 0. Isto &
equivalente a que o sistema:

CL1:O

a1 +as =0
a1+ as+a3 =0
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cuja solugao é a; = as = ag = 0, portanto, os vetores vy, vs e v3 sao LI.

(1,2,0) = a(1,1,1) + 5(0,1,1) + ¢(0,0,1) = (a,a + bya + b+ ¢)

que é equivalente ao sistema:

a=1
a+b=2 Sa=1b=1lec=-2
a+b+c=0
Desse modo, as coordenadas de (1,2,0) em relagdo a base [ é dado por
1
[vlp=1 1
-2

3.9 Mudanca de Base

Sejam B = {u1,_u,} e g = {ws,..... wy} duas bases ordenadas de um mesmo
espago vetorial V. Dado um vetor v € V, podemos escrevé-lo como:

Vo= UL F e+ TpUn (3.3)
Yyi1uwi + o+ YnWnp

Como podemos relacionar as coordenadas de v em relagdo a base (5

Yn
ja que {ulun} ¢é base de V, podemos escrever os vetores w; como combinagao

linear dos wu;, isto é:

W1 = A11U1 + a21Ug + ... + Gp1Un
Wy = A12U1 + A22U2 + .... + Ap2Un (3 4)

Wy, = A1pU1 + G2pUs + ... + AppUnp

Substituindo em (3.3) temos:
v =y1w1 + oo + YpwWn = y1(a11u1 + ag1us + oo + an1tn) + oo+ yn(arpur +
AonpUo + .... + a,mun) =
= (a11y1 + - + G10Yn)u1 + ... + (@n1Y1 + - + QpnYn)Un

119



Mas v = z1uq + .... + Uy, € como as coordenadas em relagao a uma base
sao unicas, temos:

1 = a1y +ay2 + ... + a1aYn
a21Y1 + a22y2 + ... + a2nYn

T2

Tn = Ap1¥Y1 + an2Y2 + ... + QnpYn

Em forma matricial
x1 ai11 : A1n Y1

Ln ap1  Anp2 Gpn Yn

Logo ,se usarmos a notagao

[I ]g = : : : temos

temos a relagao

A matriz [1 ]g/ ¢é chamada matriz mudanca de base 8’ para a base .
Compare [I ]g, com (3.4) e observe que esta matriz é obtida, colocando as
coordenadas em relacao a 8 de w; na i-ésima coluna. Note que uma vez obtida

(1 ]g podemos encontrar as coordenadas de qualquer vetor v em relagao & base

3, multiplicando a matriz pelas coordenadas de v na base 3’ (supostamente
conhecida).

Exemplo 153 Sejam 3 = {(2,-1),(3,4)} e 8" = {(1,0),(0,1)} bases de R2.
Procuremos inicialmente [I ]g

wy = (1,0) = a11(2, —1) + a21(3,4) = (2a11 + 3a21, —a11 + 4az1)

Isto implica que a1 = % e ag = =

11
Wo = (0, ].) = CL12(2, —1) + a22(3,4)

Resolvendo, a2 = ;—13 € Q9 = %
4 -3
el 11 11
Portanto, [I]5 =
1 2
11 11
Podemos usar esta matriz para encontrar por exemplo, [v]g para v = (5, —8)
4 -3
= = 5 4
I 11

(5, -8))s = [11] [(5,—8)]sr = _

2
2 -8 -1

—

1
1
Isto &, (5,—8) = 4(2,—1) — 1(3,4)
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Exemplo 154 Considere as bases em R?
B= [(L 0, 1)7 (L L, 1)7 (la L, 2)] e B = [(17 0, O)a (0’ 1, O)a (0,07 1)'

FEncontre I Bﬁ .

Resolugao:

(1, 0, 0) = au(l, 0, 1) + a21<1, 1, 1) + a31(1, 1, 2)

(O, 1, 0) = a12(1, 0, 1) + 0,22(1, 1, 1) + agg(l, 1, 2) =

(0,0,1) = a31(1,0,1) + az3(1,1,1) + as3(1,1,2)
(@11 + a1 + az1,a21 + asi, a11 +az1 +2a31) = (1,0,0)
(a12 + ag2 + asg a2 + aszz, a1z + ag + 2a32) = (0,1,0)
(a13 + azs + ass azs + ass, a13 + as3 +2a33) = (0,0,1)

Note que cada linha acima representa um sistema de trés equagoes com trés
incégnitas e que a matriz associada a cada um destes sistemas é a mesma e o
que muda sao os nomes das varidveis e o segundo membro. Utilizando como
varidveis x,y e z, basta resolvermos o seguinte sistema:

1 1 1 T a
011 y | =125
1 1 2 z c
onde a,b,c € R. O sistema acima ¢é equivalente a
1 11 z a
0 1 1 y | = b
0 0 1 z c—a

cuja solugao é dadaporx =a—b,y=a+b—cez=c—a

Tomando (a, b, c) = (1,0,0),0btemos (a11,az21,a31) = (1,1,—1)

Tomando (a, b, c) = (0,1, 0),0btemos (a12,a22,as2) = (—=1,1,0)

Tomando (a, b, ¢) = (0,0, 1),0btemos (a3, azs, ass) = (0, —1,1). Desta forma
obtemos:

8 _
=1 1 -1

3.10 A Inversa da Matriz de Mudanca de Base

Se em (3.3 )comegarmos escrevendo os u; em fungdo dos w;, chegaremos a
relagao:



Um fato importante é que as matrizes [I }g e[l ]g, s@o inversiveis e

(1) = s

Exemplo 155 No exemplo (153 ) anterior podemos obter [I]g/ a partir de [I]g,

Note que [I]g, ¢ facil de ser calculada , pois ' é a base canodnica

(2,—1) = 2(1,0) — 1(0, 1) [ 2 3
(3,4) = 3(1,0) +4(0,1) mg'_{—l 4]

FEntao

|~

-3
1

~
B
Il
7 N
| — |
| o

—
INGNJU
—_
~__
L

Il
= =
o =

=
=
=
[,
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3.11 Oitava lista de exercicios

1) Seja V =R? munido com as operagoes:
a) (z,y) + (s,t) = (x + s,y + t), onde u = (z,y) e v = (s,t) pertencem a V'
a(z,y) = (azx,y), onde « e Reu= (z,y) € V.
b) (z,y) + (s,t) = (x +t,y + s), onde u = (z,y) e v = (s,t) pertencem a V
a(z,y) = (az,ay), onde « € R e u= (x,y) e v= (s,t) pertencem a V.

Em cada item verifique se V' com as operagoes definidas é um espago vetorial.

2) Verifique se o conjunto W = {(1,2,3),(1,3,1),(0,3,1),(1,4,5)} C R3¢
L.Iou L.D.

3) Dado o conjunto W = {(1,1,3),(1,2,1),(0,1,3),(1,4,5)} C R3, extrair
um subconjunto de vetores L.I.

4) Dados os vetores u = (1,2,3), v=(3,2,1) e w = (—3,2,7), encontre a e
b tais que w = au + bv

5) Seja W = {(=,y, 2) € R?| 22+3y—2 = 0}. Mostre que W é um subespago
vetorial e encontre uma base para W.

6) Responda se os subconjuntos abaixo s@o subespacos de M,. Em caso
afirmativo exiba geradores:

a)V—{{ ‘CL Z} com a,b,c,d € R eb—cea—b}

a b

b) V:{{ c d ] com a,b,c,d € R eb—lzc—i—l}

7) Seja W o conjunto dos polindmios de grau < 3 cujos gréficos “passam
por (0,0)”; com as operagoes usuais. Verifique se W ¢ uma subespago vetorial
de P3.

O conjunto C[A] = {X € M,, /AX + XA}} das matrizes que comutam
com A, é um subespaco de M,7.

O conjunto S = {X € M, det(X) = 0} das matrizes singulares, ¢ um
subespago de My

O conjunto Id = {X € My /X? = X} das matrizes idempotentes, é um
subespago de My

8) Sejam Wy = {(z,y,2,t) E}R*|z+y=0e2—-t=0}e

Wy = {(:vaaz?t) 6}R4| rT—y—z+t= 0}

a) Determine Wy N W

b) Exiba uma base para Wi N Wa.

c¢) Determine Wy + Wa.

d) W1 + Wy é soma direta? Justifique.

e) Wi+ Wy = R*?

9) Sejalez{[z Z]comaJLc,deRa:bed:c}

c d
subespagos de M(2,2), onde M (2, 2) é espago vetorial das matrizes de ordem
dois por dois.

a) Determine W7 N W5 e exiba uma base.
b) Determine Wi + Ws. E soma direta? Wy + Wy = M(2,2)?

le{ a b com a,b,c,d €R taisquea=ceb=d
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10) a) Qual seria uma base "natural” para o espaco P,? Dé a dimenséo

deste espago vetorial.
b) Verifique se o conjunto W = {p € P,; p'(0) =0} é um subespaco de

Py

11) Considere o subespaco de R*gerado pelos vetores vi = (1,—1,0,0),
va =(0,0,1,1), v3 = (—=2,2,1,1) e v4 = (1,0,0,0).

a) O vetor (2,—3,2,2) € [v1,v2,vs,v4]? Justifique.

b) Exiba uma base para [vi, vy, vy, v,]. Qual é a dimenséo deste espago?

¢) [v1,Vq, Vs, v,] = R*? Por qué?

12) Sejam 3 = {(L 0), (0, ]-)}a By = {(_15 1), (1, 1)}7 By = {\/ga 1), (\/ga _1)}
e B3 = {(2,0),(0,2)} bases ordenadas de R?.

a) Encontre a matrizes mudanga de base:

g a5 ) 15, i) [0,

b) Quais sdo as coordenadas do vetor v = (3, —2) em relagdo & base

i) g i) B iii) B, iv) Bs.

¢) As coordenadas de um vetor u em relagéo a base 8, sdo dadas por

4
s, =| o |
Quais as coordenadas do vetor u em relagdo a base: i) 8 i) 8, iii)
B2
13) Se
110
m~ =10 -1 1
1 0 -1
encontre
a) [v], onde [v]_, = 2 b) [v], onde [v],6 =

I
—_
|
—_
Qo —e—_——

2
3 3
14) Considere o seguinte subespago de My : W = {[ (2

Sejam

1
1
=l
a) Detemine [I]

[0
B
7r
e |, determine [v], .
0

b) Se [v]5 =
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Capitulo 4

TRANSFORMACOES
LINEARES

Definigao 156 Sejam V e W dois espacos vetoriais. Uma Transformagao Lin-
ear (aplicagao linear) é uma funcao de V.em W, T : V. — W, que satisfaz as
sequintes condigoes:

o Qualquer que sejam uw ev em V |

Tu+v)=T(u) +T(v)

o Qualquer que sejam k € R ev em V|

T(kv) = kT (v)

Exemplo 157 : Um agricultor planta e comercializa trés tipos de verduras:
Tomate, Batata, Cenoura. Sejam x1,x2,x3 as quantidades em quilos de To-
mate, Batata, Cenoura respectivamente. Se o agricultor vende o quilo do to-
mate a R$ 2,00,da batata a R$ 1,50 e da cenoura a R$ 1,90 entdo o total de
vendas (Ty) é dado por 2x; + 1,529 + 1,923. A aplicagdo que a cada tripla
(21,2, 23) € R3associa o total de vendas Ty (x1, %2, x3) é uma aplicagio linear.
Matematicamente temos uma transformacdo linear do E.VR3 no E.VR :

Ty : R*—>R
Tv(ZIJl,JL’Q,.’Eg) = 2331-'—1,5332-'—1,9333

Vamos agora mostrar que de fato esta aplicacdo é uma transformagao linear
Chamando u = (z1,22,23) € R, v = (y1,92,¥3) € R® e k € R temos:
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Ty (u+v)

Ty (u)
Tv(v)
Ty (u) + Ty (v)

TV ((131,132,503) + (y17y2ay3))
Tv (w1 +y1, 22 + Yo, T3 + ¥y3)

2(x1 +y1) + 1,5(x2 +y2) + 1,9(z3 + y3)
21’1 + 1, 51’2 + 1, 9$3 + 2y1 =+ ]., 5y2 + 1, 9y3

(221 4+ 1,522 + 1,923) + (2y1 + 1, 5y2 + 1,9y3)

T(x1,22,23) =221 + 1,529 + 1,923
T(y1,y2,y3) = 2y1 + 1,5y2 + 1,9y3

(2:1:1 + 17 5:1:2 + 17 9.’1:3) + (2y1 + 17 5y2 + 179?/3)

Logo Ty (u+v) =Ty (u) + Ty (v).

ii)

Tv(ku) =

Ty (k(x1,z2,3))

Ty (kxy, kxa, kxs3)

2kxq + 1,5kxo + 1,9kx3
k(2x1 4+ 1,522 + 1,923)
kT (u)

Logo Ty (ku) = kTy (u). De i) e ii) vemos que Ty é uma transformagcao linear.

Exemplo 158 . Sejam V =R, W =R e F : R — R dado F(u)

aplicagio F' nao é uma transformacao linear pois:

F(u+v)
F(u) + F(v)
F(u+wv)

%

(u+v)? = u? 4 2uv + v?
u? 4 v?
F(u) + F(v)

Exemplo 159 T :R? — R3 T(z,y) = 22,0,z +y)

T é uma transformacao linear pois,

i)

T(u+v)

T ((w1,y1) + (72,92))
T(z1+ x2,y1 + y2)

(2(w1 + 22),0, (1 + 22) + (Y1 + ¥2))
(le + 222,04+ 0, (‘rl + yl) + (552 + y2))
(

221,0,21 +y1), (222,0, 22 + y2)
T(u) +T(v)
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i)
T(ku) = T (k(z1,11))
= T (kx1,kyr)
= (2kz1,0,kx1 + ky1)
= k(2$1,0,$1 +y1)
kT (u)

Portanto T' é uma transformagcao linear.
Exemplo 160 . V=W =P, ¢

D : P,— P,
D(f) = f
a aplicacdo derivada que a cada polindmio associa sua derivada, a qual também

é um polinéomio é uma aplicacao linear. De fato, para quaisquer f,g € P, e
keR,

i)
D(f+g) = (f+9)
f+9
= D(f)+ D(g)
ii)
D(kf) = (kf)
= kf/
= kD(f)
Exemplo 161 V = P,,W = P, 11, p(z) = ag + a12 + aa® + ... + a,z"
T . Py— Py
T(p(z)) = zp(z) = aoz + ar2® + agz® + ... 4+ apz™!

A aplicacdo T é uma transformagao linear pois

T(kp) = a(kp)(z) = zkp(z) = kxp(x) = kT (p)
Tip+q) = zp+q)(r)=ax(p(x)+q(r)) = zpx) +xq(x) = T(p) +T(q)

Exemplo 162 V =W = P,, p(x) = ap + a1z + asz® + ... + a,2™, a,bER e

T . P,— P,
T(p(z)) = plaz+b) =ao+ a1 (az+b) + az (az +b)* + ... + ap (ax + b)"

127



Esta aplicagao também é linear pois,

T(kp) = (kp)(az +b) = kp(az +b) = kT(p)
T(p+q) = (p+q(azx+0b)=plax+b)+qlax+b)=T(p)+T(q)

2

Exemplo 163 Uma transformacao linear inportante é aquela que se obtém
usando-se o produto escalar. Seja R™ com o produto escalar usual {.,.) e vy €
R™ um vetor qualquer fixado. Seja,

T : R"—=R
T(v) = (v,v0)
T é uma aplicagdo linear (mostre isso, use as propriedades do produto escalar)
Exemplo 164 : Sejam C(R) ={f:R — R / [ é continua} . Considere
J : CR)—R

Por exemplo se f(t) = t2 entdo

J(f)=f(0)=0*=0

J é uma aplicagdo linear pois, se f,g € C(R) e k € R entao

J(f+g9) = (f+9)(0)=f(0)+g(0)=J(f)+ J(g)
J(kf) = (kf)(0)=kf(0)=FkJ(f)

Exemplo 165 : Seja,

T : M2 — M2
T a b _ a+b b+c
c d o c+d d+a
Esta aplicacao é uma transformagao linear, pois
ar b az by a1 +as by +bo
T =T
([ c1 d1:|+|:c2 do ]) ({ cr+co di+do

a1+a2+b1+b2 b1+b2+Cl+CQ
ci+ca+dy+dy di+dy+ar+az

a1 +b;1 bi+c as + bs by + co
Cl+d1 d1+a1 Cg+d2 d2+a1+a2

ol ) ([E n))
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a b ka kb
r([eal) - [ i)
_ ka+ kb kb+ kc
o ke+kd kd+ ka

_ a+b b+c
a c+d d+a

(e )

T : M,—R
T(A) = det(A)

Exemplo 166 : Seja,

Esta aplica¢ao nao é uma transformacao linear, pois, em geral

det(A1 + AQ) 75 det(Al) + det(Ag)

4.1 Propriedades das Transformacgoes Lineares

Teorema 167 Dados dois espagos vetoriais reais V. e W e uma base de V, 3 =
{v1,-+ ,vn}, sejam wy, - -+ ,w, elementos arbitrdrios de W. Entdo existe uma
aplicagao linear T : V. — W tal que T(vy) = wy, - -+ , T(v,) = wy,. Esta aplicagio
é dada por: Se v =ayv1 + -+ + apvy,

T(w)=a1T(v1) + - a,T(v,) = arwy + - - apwy,

Exemplo 168 Qual a transformacdo linear T : R? — R3 tal que T(1,0)
(2,-1,0) e T(0,1) = (0,0,1)?

Solugao: Temos neste caso v; = (1,0) e vo = (0,1) base de R? e w; =
(2,-1,0) e ws = (0,0, 1).
Dado v = (z,y) arbitrério,

v = TV + Yyvg
T(v) = T(zv1+yv2)
T(w) = aT(v1)+yT(v2)
Tw) = x(2,-1,0)+y(0,0,1)
Tw) = (2z,-x,y)
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Exemplo 169 Qual a transformacao linear T : My — Py tal que

T(é 8) = o'+
2([01]) = oo
2([09]) = wes
T(g (1)) = 242t
Solugao
Uma matriz A € My é da forma A = {CCL Z . Podemos escrever:
-I—c[(l) 8}+d[8 1],portanto

al=elo o] eelo o]
|

D = a(a"+2)+b(2®+27) +c(2®+2%) +d(z + 2"

b
d
T([Z ZD = (a+d)z+ (b+ )z + (b+ )z’ + (a + d)z*

Definigao 170 : Seja T : V. — W uma transformagao linear. A imagem de
T ¢é o conjunto de vetores w € W tais que existe um vetor v € V, que satisfaz
T(v) = w. Ou seja

Im(T)={weW / T(v)=w para algum v € V'}

Observagao 171 Note que Im(T) é um subconjunto de W e, além disso, é um
subespaco vetorial de W.

Exemplo 172 Seja T : R? — R? qa transformagdo linear dada por T(x,y) =
(2z —y, —10z + y). Qual dos vetores abaizo pertence a imagem de T

a) u=(1,2)
b) w = (-1,2)
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Solugéo: a) Para que u € Im(7T) deve existir algum v = (z,y) tal que
T(v) = u, ou seja, T'(z,y) = (1,2); temos entao:

T(z,y) = (1,2)
(21’*y,7101}+y) = (1a2)
20 —y=1
10z +y=2
Resolvendo o sistema temos = = —% ey = —%, logo u pertence a imagem de T
pois T(—2,-1) = u.

b) Analogamente deve existir algum v = (z,y) tal que T'(v) = w, ou seja

T(.’E,y) = <_172
2z —y,—10z+y) =

2 —y=-1
—10x4+y=2
Resolvendo o sistema temos x = —% ey = % logo w pertence a imagem de T’

pois T'(—%,-3) =w

—
[\
—_— —

Exemplo 173 Determine a imagem da transformacdo linear T : R? — R3,
T(z,y,2)=Q2z—y—zz—y—2z+y—2).

Solugao: Se w € Im(T) entdo w = T(z,y, z), ou seja,

w = e-—y—zx—y—z,x+y—2)
= 2(2,1,1) +y(—1,-1,1) + 2(~1, -1, 1)

Logo todo vetor que pertence a imagem de T é gerado pelos vetores vy =
(2,1,1),v9 = (-1,-1,1) e v3 = (—=1,—1,—1). Podemos entao escrever que
Im(T) =1[(2,1,1), (-1,-1,1), (-1,-1,-1)].

Como o conjunto f = {(2,1,1),(-1,-1,1),(-1,-1,-1)} & LI ( verifique
isto) temos que 8 ¢ uma base para a Im(7T'), mas 3 é base para R3 | logo
concluimos que Im(7T') = R3.

Definigao 174 Seja T : V. — W, uma transformagao linear. O conjunto de
—
todos os vetores v € V tais que T(v) = 0 ¢é chamado nicleo de T, sendo

denotado por Ker(T). Isto é,
Ker(T) = {v eV /T()= 6)}

Observagao 175 Observe que Ker(T) C V é um subconjunto de V e, ainda

mais, é um subespaco vetorial de V. Alguns autores denotam o nicleo de T por
N(T).
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Exemplo 176 Seja T :V — W, dada por T'(v) = 0. Neste caso todo vetor de
V' é levado no vetor nulo pela transformagao T, assim temos que Ker(T) =V

Exemplo 177 Seja T : R® — R3 a projecio ortogonal sobre o plano xy.
Neste caso temos T(z,y,z) = (z,9,0). Se T(x,y,2) = (0,0,0) = (z,y,2) =
(0,0,0) = 2 =0 ey =0. Como nada é dito sobre a varidvel z, temos que z é
qualquer, logo Ker(T) = {(0,0,z) eR? /ze€ R}, ou seja o nicleo de T sdo
todos os vetores que estdao sobre o eixo z.

x / ¥

T(v)

Exemplo 178 Encontre o nicleo da transformacao linear:

T : R'>R?
T(z,y,2,t) = (z+y+z—1t2x+2—1t2y—1)

Solugdo: Devemos encontrar os vetores v = (x,y, z,t) € R* tais que T'(v) =
T(z,y,z,t) = (0,0,0,0). Neste caso temos que resolver o sistema homogéneo:

r+y+z—t=0

20 +2—1t=0
2y—t=0
A matriz ampliada do sistema é:
111 -1 :0 1 1 1 -1 :0

201 -1 :0|=]0 -2 -1 1 : 0

020 -1 : 0 0 0 -1 0 : 0
Pa =pe=3ep=3<n=41logo o sistema é compativel e indeterminado
com grau de liberdade 1.
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Logo,

r4+y+z—t=0

—2y—z+4+t=0
—2=0
o que nos fornece,
r =y
= 0
2y

Portanto Ker(T) = {(y,y,0,2y) € R*/ ye R} =[(1,1,0,2)]

Exemplo 179 Seja T : R* — R3 a transformacdo linear que é a projecdo
ortogonal sobre a reta cujas equagdes paramétricas sao:

r=14+2t
y=2-2t
z=3+t

Encontre o Ntcleo de T.

Solugdo: Projetar um vetor sobre uma reta é o mesmo que encontrar a
projecao ortogonal sobre o vetor diretor dessa mesma reta. No nosso caso, o
vetor diretor & u = (2, -2, 1), logo

T(w) = projuv:(%)u
Tewns) = (G5 G om) @20

20 — 2
T = (EEE) ez

de —4dy+2z —doe+4y—2z 2z —-2y+ =z
T(z,y,2) = 5 , 5 =

Para encontrar o nicleo devemos ter,

doe —4dy+2z —do+4y—2z 20 —2y+ 2
Tlops) = (g TR HEWER) 0.0,

e — 4y +2z =
—4x +4y — 2z
2t -2y +z =
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4 -4 2 4 —4 2
—4 4 =2 | , fazendo o escalonamento temos | 0 0 0 |, assim
2 =2 1 0 0 0
e +4y+2z =
0 =
0
2z = —dx—4y
z = —2z-—2y

Portanto Ker(T) = {(z,y, -2z — 2y) e R®* / z € R} =[(1,0,-2),(0,1,-2)]

Definicao 180 Dada uma aplicacao T : V. — W, diremos que T ¢é injetora
se dados u,v € V com T(u) = T(v) tivermos u = v. Ou equivalentemente, T é
injetora se dados u,v € V. com u # v, entao T(u) # T(v).

Definicao 181 Uma aplicacio T : V — W serd sobrejetora se a imagem de
T coincidir com W, ou seja, T(V) = W.

Observagao 182 Da defini¢cdo acima vemos que uma func¢do serd sobrejetora
se dado w € W, ezistir v € V tal que T(v) = w.

—

Teorema 183 SejaT : V — W, uma aplicagdo linear. entio Ker(T) = { 0 } ,

se e somente se T é injetora.

Teorema 184 Seja T : V — W, uma aplicacio linear. Entdo

dim Ker(T) + dimIm(T) = dim V'

Coroldrio 185 Se dimV =dim W, entdo T linear é injetora se e somente se
T é sobrejetora.

Coroldrio 186 Seja T : V. — W, uma aplicagdo linear injetora. Se dimV =
dim W, entao T leva base em base.

Exemplo 187 Seja T : P, — P,11, dada por T(p(x)) = xzp(x). Verifique se T
é bijetora.

Solugdo: Devemos verificar se T' € injetora e sobrejetora ao mesmo tempo.
Usando o teorema (183) devemos apenas calcular o niicleo de T :

T(p(x)) = aplz)
T(ag+arz+...+a2") = zlag+arz+...+az"™)
T(ap +az+ ... +a,z™) = (apx+ a1z + ...+ apz™™)
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Se

T(p(x)) = 0
aot +a1z® + ...+ apz™t = 0=0+0z 4022 +...+ 02!
logoap =a1 =...=a, =0= p(x) =0 (p(z) é o polindémio nulo) = Ker(T) =

{ﬁ}(observe que neste caso o vetor nulo de P, é o polindmio nulo de grau n).

Portanto T' é injetora.
Como dim P, =n+ 1, dim P,y; =n+ 2 e dim Ker(T) = 0, temos que

dim Ker(T) + dimIm(T) = n+1
0+dimIm(T) = n+1
dimIm(T) = n+1

Note que dimIm(7") = n+1 # n+2 = dim P11 = Im(T) # P,41. Portanto
T nao é sobrejetora.

4.2 Transformacoes Lineares e Matrizes

4.2.1 Transformacao linear associada a uma matriz

Seja A uma matriz m x n. Associada a matriz A definimos a transformagao
linear:

Ly: R* —R™
v— Aw

onde v é tomado como vetor coluna,

T
v =
T
Law) = Aw
[ an Q1in T
La(v) = :
| Gm1 " Omn Tn
Z1 [ anz + - ae,
La E = .
T L Am1%1 + -+ Apn®n

Das propriedades de operacoes de matrizes:
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La(u+v) = A(u+v)=Au+Av=La(u)+ La(v)
La(ku) = A.(ku)=kAu=kLs(u)

e portanto L4 é uma transformacao linear.

Exemplo 188 Seja

1 1 1 -1
A=|12 0 1 -1
0 2 0 -1

Observe que a matriz A tem ordem 3 X 4 e portanto ela induzird uma transfor-
macao linear de R* para R? , definida por:

Ly : RYSR?

v 101 1 —1 *
Lall? - |20 1 -1 y
= 020 -1 =
t L t

T+y+z—t

= 20 +z—1

i 20 — t

Note que a transformacao acima estd escrita em forma matricial, mas podemos
escreve-la também na forma vetorial que estamos acostumados:

LA(%L%ZJ) = (m+y+z—t,2x+z—t,2y—t)
Surpresal! Esta é a mesma transformagao do exemplo (178)

Exemplo 189 Dada a transformacao linear:

T : R>R?
T(z,y,2) = (102 —20y —30z,2 — 2y — 3z)
Encontre a matriz da transformacao T (Isto &, encontre a matriz A cuja trans-

formagéo associada a ela é exatamente a transformagao T)
Solugao: Passando da forma vetorial para a forma matricial temos:

T * [ 102 — 20y — 302
Z a x—2y— 3z

10 —20 —30 v
1 -2 -3 Y
z
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Portanto a matriz de T, que denotaremos por [T] é

10 —-20 -30
7= 1 -2 =3

Observagao 190 Ao obtermos a transformagdo associada a uma matriz A (ou,
caso contrdrio, a matriz de uma transformagao T), nao mencionamos as bases
dos espacos envolvidos. De fato, ao obtermos a matriz de uma transformagao
estamos levando em conta as bases associadas aos espacos R™ e R™ mas neste
caso em particular estamos considerando as bases canodnicas. Isto ficard claro
na exrposicao a Sequir.

/
De um modo geral, fixadas as bases § = {v1,va, -+ ,v,} e 8 = {wy,wa, -+ ,wn},
& matriz
ai1 A1n
Amxn =
am1  °°  OGmn

podemos associar

T4y @ R*"—R™

v — Ty(v)
da seguinte maneira: Seja
z1
X = [’U]ﬁ =

Zn,

ai A1n (o Y1

AX=| o =
Am1 - Gmn Ln Ym

entao
TA(U) =y1w1 + -+ YmWm
onde y; = A;. X e A; é a i-ésima linha de A.
Em geral, dada uma matriz A,,«,, ela é encarada como uma aplicagao linear
Ts:R™ — R™ em relagao as bases canénica de R™ e R™.

4.2.2 Matriz de uma transformacao linear

Agora iremos encontrar a matriz associada a uma transformagdo linear. Seja
T :V — W linear, 8 = {vy, -+ ,v,} base de V e 8/ = {wy,- - ,w,,} base de W.
Entao T(v1),...,T(v,) sdo vetores de W e portanto

T(v1) = anwr + -+ + Guiwn

T(vy) apw1 + 0 4 QW
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A transposta da matriz dos coeficientes deste sistema, denotada por [T]g, é
chamada matriz de T em relacdo as bases B e 3 :

ail - Qln
B _
T)s, =
m1 " Amn
air . Gin
Observagao 191 Note que se A = [T]g, = a transfor-
Gm1 e Amn

macao linear T passa a ser a transformacdo linear associada o matriz A e
/! - 2
bases B e 3, iste é, T =Ty

Ezemplo 192 Seja T : R — R? tal que T(z,y,2) = (22 +y — 2,3z — 2y + 42).
Sejam 8 = {(1,1,1,),(1,1,0),(1,0,0)} e 8 = {(1,3),(1,4)}.

Procuremos [T]gl
T(x,y,2) = (2x +y— 2,3z — 2y + 42)

T(1,1,1) = (2,5) =a(1,3)+b(1,4)
T(1,1,0) = (3,1) =c(1,3) +d(1,4)
T(1,0,0) = (2,3)=e(1,3)+ f(1,4)

Portanto temos os sistemas:

a+b=2 c+d=3 e+ f=2
’ 3a+4b=5 3c+4d=1 "~ Je+4f =3

Resolvendo os sistemas temos:

m-] 0

Teorema 193 : Sejam V e W espagos vetoriais, a base de V', B base de W e
T:V — W uma aplicagao linear. Entao, para todo v € V' wvale:

Teorema 194

Definigao 195 Dada uma base 8 e tranformacao linear T : V — V denotare-

mos a matriz [T]g apenas por [T 5 e ela serd chamada de matriz de T' em relagdo
a base 3.
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Definigao 196 Seja T : R™ — R™ wuma transformagdo linear e o a base
candnica de R™, entdo a matriz de T em relacao a base canénica o, [TS, , serd
denotada simplesmente por [T].

Exemplo 197 Seja T : P» — Py definido por T(p(x)) = p(3z — 5). Determine
a matriz de T em relagdo a base B = {1, :1:,372}

Devemos calcular [T, = [T]g

T(p

) = p(3x—5)
T(ap + arz + azz?)

)

)

ao + a1 (3z — 5) + ax(3z — 5)2
ao + 3a1x — 5ay + az (922 — 30z + 25)
= (ap — 5a;1 + 25as) + (3a1 — 30a2)z + 9asx?

T(ao+ a1z + asx?
T(ap + a1z + asx

2

T(z*) = T(04+ 0z + 12?) = 25 — 30z + 922
1 -5 2
T]z=10 3 -30
0 O 9

Exemplo 198 Seja T : R?* — R3 dada por T(z,y,2) = (2o — 3y — 2z, —y —
2,20 —y+2)

a) Sejam as bases

a = {(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)}
B = {(-1,-1,0),(~1,0,-1),(0, -1, —1)}

determine [T]g , [T]g
1
b) Se [v], = | 1

(o4

determine [T'(v)] .
1
c) Calcule a multiplicagio das matrizes: [T]3. [T]g . Que conclusio voce pode
tirar em relagao as duas matrizes, ou que relacao hd entre as duas matrizes?
Solugdo: a) Cilculo de [T]5
T(x,y,2) = (2r—3y—2z,x—y—22x—y+2)
7(1,0,0)

T(l,0,0) = ( 2; ]-5 2 ) :(1,1(*1,*1,0)+b1(*1,0,*1)+C1(0,*1,71)
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T(1,1,0)=( =1, 0, 1) =as(—1,-1,0)+ba(—1,0,—1) 4 c2(0,—1,—1)
-1, 2 ) =az(—1,-1,0)+b3(—1,0,—1)+¢5(0,—1,—1)

Devemos resolver os tres sistemas resultantes: Denotando por A a matriz
dos coeficientes do sistema,temos:

T(1,1,1) = ( -3,

1 11
-1 -1 0 7 2 2
0 -1 -1 P
Vamos resolver os sistemas por matriz inversa:
S [ 9 Sl 11 9 _1
o T2 2 3
_ A-1 _1 1 _1 — _3
b1 =A 1 = 5 5 % 1 = %
L e ] | 2 i 3 3 2 —3
[ ay [ —1 e N (1]
R B I R S _
by | =A 0= > p 2 0| = 0
L c2 ] |1 L 3 3 —z )L 1 L -1
[ as ] [ -3 - L L7 -3 [ 3 ]
Sl o ZF 2 1=
by | =A 1| = > p 2 1| = 0
L cs | 2 L 2 2 3z )L 2 [ =2
Logo
fé 13
[T]g = 2 0 0
-5 -1 =2

Agora voce jé estd em condigbes de calcular [T]g Faca esse cdlculo como
exercicio

b) Vamos usar a relagio [T'(v)]; = [T]7 . [v],
[Tl = [Tz,
'—é 13 1
T@)]; = | -3 0 0 1
-5 -1 =2 1
roz
re), = | -3
L — 2

¢) Faga voce este item e tire suas conclusdes. Mais adiante voce podera
verificar se suas conclusdes estavam corretas.

Teorema 199 Seja T : V — W uma transformagao linear e a e 3 bases de V.
e W respectivamente. Entao

dim Im(T)
dim Ker(T)

posto de [T

nulidade de [T)5 = nimero de colunas de [Tz —

posto[T]
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4.3 Composicao de transformacoes lineares

Definicao 200 Se T} : V. —- W e Ty : W — U sao duas transformagoes
lineares a composta das duas transformacades lineares é definida do mesmo modo
que a composi¢ao de funcées ( lembre-se que um transformagao linear é uma
fungao com a propriedade adicional de ser linear) da seguinte forma

TQ o T1 : V ->U
(TzoTh)(v) = Ta(T1(v))

Exemplo 201 SeT; :R?2 = R3 Ty(z,y) = (z—y,y—x,y—x) e To : R = R,
T(z,y,2) =2 —y—z entdo TooT, : R> =R e

(T oTh) (z,y) = To(Ti(w,y))
= D(z—-y,y—z,y—2)
= @@-y-W-2)- (-2
= z-yYy—-ytr—-—y+zx
= 3z —3y

Teorema 202 Sejam Ty :V — W e Ty : W — U transformagées lineares e «,
B, v bases de V., W, U respectivamente. Entdo a composta de Ty com Ty, T50T :
V — U ¢ linear e

[Ty 0 T2 = [To]) . [T1]5

Proposigao 203 Seja T : V — W uma transformacgdo linear . Sejam o e o
bases de V e B e B’ bases de W. Entdo vale a relagdo:

115 = [IwoTo Iy]3 = [Tw]5 T3 [Iv]e

onde Iy e Iy sao as aplicagoes identidades de W e V respectivamente.

4.4 A Inversa de uma transformacao linear

Definigao 204 Dd-se o nome de tsomorfismo a uma transformacgao linear
T :V — W que é injetora e sobrejetora ao mesmo tempo. Quando hd um
1somorfismo entre dois espagos vetoriais dizemos que estes sao Isomorfos.

Definigcao 205 Seja T : V. — W wuma transformagao linear. Se existe uma
transformacao linear S : W — V tal que T o S = Iy, onde Iyy : W — W ¢é
a identidade em W, dizemos que S é a inversa a direita de T. Se existe uma
transformacao R: W — V| tal que RoT = Iy, onde Iy : V — V é a identidade
em V', dizemos que R é a inversa a esquerda de T.
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Definigao 206 Seja T : V. — W wma transformacao linear. Se existe uma
aplicacio T™1 W — V, tal que ToT ' = Iy e T™' o T = Iy, entdo dizemos
que T ¢ inversivel e que T~ ¢é a inversa de T

Proposigao 207 Seja T : V. — W uma transformacao linear. Se existe a
inversa de T, T, entdo T~ é uma transformacdo linear

Proposigao 208 Se T : V — W é um isomomorfismo, entdo T ¢é inversivel e
além disso T~ também é um isomorfismo.

Proposicao 209 Se T : V — W wma transformagao linear invertivel (T é um
isomorfismo) e a e B sio bases de V e W, entao:

Observagao: Quando estamos trabalhando com o espago R™ e a base canonica
de R™ por simplicidade omitimos as bases e a matriz de T' : R™ — R" em relagao
a base canonica, é denotada simplesmente por [T]. Neste caso a proposi¢ao

acima é escrita na forma mais conveniente: "Se T : R™ — R™ é inversivel entao
_ —1
[T 1] — [T] 9

Proposigao 210 Seja T : V. — W uma transformac¢ao linear, com dimV =
dimW, e a e B bases de V e W respectivamente. Entao T é inversivel se, e
somente se det [T]5 # 0.

Observagao 211 Se na proposi¢cdo acima tivermos V.= W = R™ podemos
escrever: Seja T : R™ — R™ uma transformacao linear, entdo T ¢é invertivel se
det [T] #0

Exemplo 212 Seja T : R3 — R3, dada por T(x,y,2) = (v +2y+2z,2+y +
3z, + 2y + z), determine a transformagdo inversa T~*.

Solugdo: Facilmente podemos ver que

[T] = = [T =1"=] 2 -1 -1

1 0 -1

—_ = =
N — DN
— W N

logo T (x,y,2) = (—=bz + 2y + 42,22 — y — 2, — 2). Como exercicio verifique
que vale (T o T*I) (z,y,2) = (z,y, 2)

Podemos também neste caso calcular a inversa usando diretamente a difini¢cao
de transformagao inversa da seguinte forma

Sabemos que T~! : R3 — R? é uma transformacao linear tal que 7~ 1oT = I
ouT oT~! = I. Suponhamos que T~(z,y,2) = (m,n,s), devemos encontrar
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m,n e s tais que T o T~! = I (devemos usar esta igualdade pois com a outra
nao funciona, tente e veja o que acontece). Portanto

(ToT ) (z,y,2) = I(x,9,2) = (2,y,2)
T(TH(z,y,2) = (2,9,2)
T(m,n,s) = (x,y,2)
(m+2n+2s,m+n+3s,m+2n+s) = (z,9,2)

m+4+2n+2s =
m+n+3s =
m+2n+s = z
1 2 2 =z ! d 1 2 2 T
113y {escag‘m 0} 01 -1 z—y
1 2 1 =z 00 1 =z-—=2
s = x—2
n = x—y+tr—z=2r—y—=z
= z-22x—y—2)—2(r—2)=—-br+2y+4z
Logo

T Yz, y,2) = (=bx+ 2y + 42,20 —y — z,x — 2)
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4.5 Nona lista de exercicios

1) Seja T : V — W uma fungdo. Mostre que

a) Se T' é uma transformacao linear, entdo 7'(0) = 0.

b) Se T'(0) # 0 entdo T' ndo é uma tranformagcao linear.

2) Determine quais das seguintes fungoes sao aplicagoes lineares:

a) [:R* = R?, f(z,y)=(z+y,z—y)
b) g:R* =R, f(z,y) = zy
c)h:M(2,2) =R

Ccl Z — det Z Z ]

d)m:R—>R, m(z) =|z|.

3) Resolva os itens abaixo:

a) Encontre a transformagao linear 7T : R?* — R? tal que T'(1,0,0) = (2,0),
7(0,1,0) = (1,1) e T(0,0,1) = (0, —1).

b) Encontre v € R3 tal que T'(v) = (3,2).

4) Sejam R, S, T tres transformacoes lineares de R® em R?. Se

1 0 1 -2 1 -1
[Rl=|2 1 1]e [S]=] 3 1 2 |,encontre
0 -1 1 1 -2 0

T tal que R=S0oT.
5) Sejam « = {(1,-1),(0,2)} e 8 = {(1,0,-1),(0,1,2),(1,2,0)} bases de
R? e R3 respectivamente e

10
Te=1{1 1
0 —1

a) Encontre T
b) Se S(z,y) = (2y,z — y,z), encontre [S]3

c) Encontre uma base v de R? tal que [T]] =

S O =
O = O

6) Considere a transformagao linear T : R® — R? dada por T'(z,y,2) =
(z,2 —y,—2).

a) Determine uma base do nicleo de 7.

b) Dé a dimensao da imagem de T.

c¢) T é sobrejetora? Justifique.

d) Faca um desenho em R? do conjunto de vetores que pertencem ao ker(7)
e alm(T).

7) Seja 8 a base candnica de Ms. Se T': My — P é dada por

T({Z ZD =a+ (b+c)x+ (c—d)a? + da?

a) Encontre [T]° onde a = {2,2+ 2,2+ 22,2+ 2%} ¢ base de Py

[0}

b) Faca o escalonamento da matriz [T]g
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¢) Detemine dim Ker(T)

d) Determine dim Im(7T).

8) Responda as seguintes questoes:

a) Se T : R® — R® ¢ uma transformacio linear, podemos ter dim Im(7") >
67. Justifique sua resposta

b) Existe alguma tranformacao linear T : R? — R? tal que T'(1,1) = (2,2) e
T(2,2) = (3,1)? Justifique sua resposta.

9) Seja T : R? — R? tal que [T] = [ 51 1_2 } . Encontre os vetores u e v
tais que

a) T(u) =u

b) T(v) = —v

10) Sejam as transformagoes lineares S : P, — Py e T : P, — P; definidas
por

S(a+bxr) = a+ (a+b)z+ 2b2?
T(a+bx +cx?) = b+ 2cx

a) Determine (S oT)(3 + 2z — 2?)
b) E possivel calcular (T'0.5)(a+bz)? Em caso afirmativo calcule (T'0.S) (7 +
).

ALGUMAS SUGESTOES

7) ¢) A dimenséao de Ker(T') é a nulidade de [T]g
7) d) A dimenséo de Im(T) é o posto de [T]i
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Capitulo 5

OPERADORES
LINEARES

Definigao 213 Uma transformagao linear T : V — V é chamada de operador
linear.

Observagao 214 Todas as propriedades ja vistas para transformacées lineares
em geral vale para um operador linear

5.1 Transformacoes especiais no plano e no es-
paco

Os operadores lineares que veremos a seguir sao chamados de transformacoes

especiais do plano e do espago por serem bastantes usados em aplicagoes praticas

e também em aplicagdes numeéricas.

Transformagoes no Plano

a) Reflexdo em torno do eixo dos x

T R? — R?
T(z,y) = (2,—y)
Matricialmente
L N 1 0 T
Yy 0 -1 (1
Geometricamente:
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¥ ESY)

®
¥ “ )
b) Reflexdo em torno do eixo dosy
T R? — R?
T(SE, y) = (7337 y)
Matricialmente
L N -1 0 T
Yy 0 1 (0
Geometricamente:
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G ¥ G
'y Y
c) Reflex@o na origem
T R? — R?
T($7y) = (—.'177 _y)
Matricialmente
N N -1 0 x
Yy 0 -1 Yy
Geometricamente:
':Il' Exll:lllj
-
®
Tixy) -
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d) Reflexao em torno da reta y = x

T R? — R?
T(z,y) = (y:2)
Matricialmente
N N 0 1 T
(1 10 (0
Geometricamente:
W=
T )
®
¥ [ER]
Y ®
e) Reflexdo em torno da reta y = —x
T : R*?->R?
T(z,y) = (~y,—2)
Matricialmente
L N 0 -1 T
Y -1 0 Yy
Geometricamente:
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Y [ERY

=X

(- =)

f) Dilatacdo ou contracdo

T : R?>->SR?
T(x,y) oz, y)

Se |a| < 1, T contrai o vetor

Se |a| > 1, T dilata o vetor

Se a =1, T é aidentidade

Se a < 0, T inverte o sentido do vetor

Se a > 0, T mantém o mesmo sentido do vetor

Matricialmente
MR
—
Yy 0 « Yy

Geometricamente:
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i)

y ()
=1
Jee | el < 1
¥
(]
=0
g) Cisalhamento na dire¢do do eixo dos x
T : R*—R?
T(x,y) = (z+ayy)
Matricialmente
N 1 « T
Y 0 1 Y
Geometricamente:
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W T(%)

oy

h) Cisalhamento na diregao do eixo dos y

T : R25R?
T(z,y) = (v,ax+y)

Matricialmente

Geometricamente:

o+y TI:'\-':I
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i) Rotagao de um angulo 6
Geometricamente

Ry : R*—>R°
Rﬂ(xay) = ($/,y/)
Vamos agora determinar a matriz da transformacao linear rotacao de um
angulo 0 e a expressao de Ry em fungao de x e y.

Quando rotacionamos um vetor, pela prépria definicdo de rotacao, o com-
primento (médulo) do vetor néo se altera. Seja r = |v|, onde v = (z,y).

y R (v

r=|v|

Da figura acima e usando relagoes trigonométricas temos;

x' =rcos(a+0) =rcosacosd — rsinasinf

Mas
recosa =
rsina =
entao
2’ =xcosf — ysind
Analogamente
y = rsin(a+6)=rsinacosf + rcossin @
y = wycosO+xsinh =xsinf + ycosh
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Assim

Ro(z,y) = (xcosl — ysin 6, xsin 0 4 y cos )

Matricialmente
T cosf) —sinf T
. )
y sinf  cosf Y
Podemos ver neste caso que matriz de uma rotagao é:
cosf) —sind
[Ro] = [ sinf  cosf }

Transformacoes no Espago

a) Reflexado em relagdo aos planos coordenados
a.1) Plano xy

T : R*—=R3
T(xayaz> = (Qf,y,—Z)
Matricialmente
T 1 0 0 T
y | — |0 1 0 Y
z 0 0 -1 z
Geometricamente

a.2) Plano xz
T : R}*—=R3
T(xayaz) = (SE, 7yvz)
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Matricialmente | y | — | 0 -1 0 Y

z 0O 0 1 z
a.3) Plano yz
T R?® — R3
T(xayaz> = (—Z’,y,Z)
Matricialmente
T -1 0 O T
y | — 0 1 0 Y
z 0O 0 1 z
b) Reflexdo em relagao aos eixos coordenados
b.1) Em relagao ao eixo x
T : R¥—=R3
T(x,y,z) = (337 v, _Z)
Matricialmente
T 1 0 0 T
y | —1]0 =1 0 Y
z 0O 0 -1 z
Geometricamente:
Fa
W
Y
E
Tiw)
b.2) Em relacdo ao eixo y
T R3 — R?
T(x,y,z) = (—az,y,—z)
Matricialmente
T -1 0 0 T
y | — 0 1 0 Y
z 0O 0 -1 z



b.3) Em relacao ao eixo z

T(a:,y,z) = (—.T,—y,Z)
Matricialmente
x -1 0 0
y | — 0 -1 0
z 0 0 1
c¢) Reflex@o no origem
T R3 — R?
T(ZC,y,Z) = (—LL’, —y,—Z)
Matricialmente
T -1 0 0
y | — 0O -1 0
z 0 0 -1
Geometricamente
T10
-10
1
X —-10
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d) Rotacdo de um angulo 6
d.1) Rotagao em torno do eixo z

T : R>—-R?
T(x,y,z) = (xcosf—ysinf,xsinf+ ycosh,z)
Matricialmente
T cosf —sinf 0 T
y | — | sinf cosf O Y
z 0 0 1 z

Exemplo 215 Determinar o dngulo formado entre v e T'(v) quando o vetor

v= (%, %, */75) gira em torno do eivo z de um dngulo % rad
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Solucao:

[ cosy —sing 0 ﬁ%
[T(w)] = sinf  cosf 0 %
0 0 1 V2
- 2
!/
00 -1.0 007 [ 33
T@)] = |10 00 00 || £
0.0 00 1.0 V2
2

Como desejamos o angulo entre v e T'(v),vamos usar aférmula do cosseno do
angulo entre dois vetores:

5.2 Propriedades dos operadores inversiveis

Definigao 216 Seja T : V. — V um operador linear. Se existir um operador
TV -V talque ToT ' =T 1oT =1 (neste caso I : V. — V ¢
a identidade em V') entio dizemos que o operador T ¢é inversivel e T~! é o
operador inverso de T.

Observagao 217 Um operador é inversivel se, e somente se, ele é um isomor-
fismo

Seja T : V — V um operador linear:

I) Se T ¢ inversivel e T~! sua inversa, entdo ToT ! =T"1oT =1
II) O operador T' ¢é inversivel se, e somente se, Ker(T) = {6)} .

IIT) O operador T é inversivel se, e somente se, det [T'] # 0
IV) Se T é inversivel, T transforma base em base, isto ¢, se @ = {v1,...,0,}
¢ base de V entdo 5 = {T(v1),...,T(v,)} € base de V.

Se T ¢ inversivel e 8 uma base de V entdio T-!: V — V ¢ linear [T’l]Z =

~1
([T}g) . Quando 3 é a base canodnica temos a forma mais simples [T~1] =

[T]™" e portanto [T—'] - [T]™" =[T"'oT] = [I]. Com isso vemos que T é
inversivel se e somente se det [T'] # 0.
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Exemplo 218 Considere o operador Ry : R — R2, dado por
Ro(z,y) = (xcosf — ysinb, zsin @ + y cos )
verifique se T é inversivel e em caso afirmativo encontre T—!

Solucdo: Como det [Ry] = cos? § +sin? @ = 1 # 0, temos que Ry ¢é inversivel.
Como [R,'] = [Rg] ™", basta calcular a inversa da matriz deRg

[Ry] = cosf —sinf
= | sinf cosf
cos 6 sin 6
1 cos? f+sin? 6 cos2 f+sin? 6
[Ro] =
_ sin 0 cos
cos? 0+sin? 0 cos? O+sin? 0
[R9}71 _ cosf sin6
—sinf cosf
-1 T . ) . _
Note que [Rg]™" = [Ry]" , ou seja, [Ry] é uma matriz ortogonal, logo R, :

R? — R?

Y —sinf cosf Y ycosf — xsinf

{x } . { cosf  sinf ] [ T ] _ { xcos@—i—ysin@}

Ry (z,y) = (vcos® + ysinb, ycosf — xsinb)

Exemplo 219 Seja T o operador T : R?® — R? que ¢ a projecio ortogonal do
vetor v = (x,y, z) na dire¢io da reta dada pela interse¢ao dos planosy = x+1
e z =y + 3. Verifique se T é inversivel e em caso afirmativo determine T'.

Solugdo:  Para determinar a projecao na direcdo da reta basta determi-
nar a projecao ortogonal sobre o vetor diretor da reta. Devemos inicialmente
determinar o vetor diretor da reta:

y=x+1
z=y+3

Para obter a equagoes paramétricas fazemos x = ¢, logo

rx=1
y=t+1
z=t+4
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portando o vetor diretor da reta é v = (1,1, 1).
T(v) = projuv:( )u
‘u
(z,9,2)-(1,1,1)
T = —— | (1, 1,1
@) = (FLEr) 0L
T(z,y,2) = ($+y+z) (1,1,1)
T(z,y,2) = r+y+z x+y+z z+tyt+z
7y7 - 3 ) 3 Y 3
1 1 1
3 3 3
=13 3 3
1 1 1
3 3 3
det[T] =0

Como det [T] = 0 temos que T néo é inversivel.

Exemplo 220 Seja T : R? — R? q transformacdo que é uma rotacdo de qrad
e S :R? — R? q transformacdo que é uma reflexdo em torno da reta y = —2x.
Determine a transformagdo R = SoT.

Solugao

R = SoT
(7] = [S][T]
7] = {Sin;1 coS 44]
V2 -iv2
[T] = {%\/ﬁ 1\/5

S(w) = 2p—w

Swa) = 24 G ) 02 - (@)

(—33@ — 4y —4x + 3y>

5=y
8
<
~—
I

X
Il
\
\
ol
—_

[SH[SY)
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5.2.1 Matrizes Semelhantes

Seja T : V' — V um operador linear. Sejam « e 3 bases de V e [T], [T]g
matrizes de T' em relagao as bases « e [ respectivamente, entao:

5 o\ !
Lembrando que [I], = ([I ] B) temos que

Chamando [I]5 = A :
[T]5 = A[T]; A™

Definicao 221 Dadas as matrizes A e B, se existe uma matriz P inversivel tal
que
A=PBP™!

entao dizemos que as matrizes A e B sao semelhantes.

Observagao 222 Se A e B sdo semelhantes entdo detA = detB, mas nao vale
a reciproca.

5.3 Operadores autoadjuntos e ortogonais

Definigao 223 Seja V' um espaco vetorial com produto interno, a uma base
ortonormal e T : V. — V' um operador linear. Entao:

a) T ¢ chamado um operador auto-adjunto se [T]) ¢ uma matriz simétrica
b) T ¢ chamado um operador ortogonal se [T]. ¢ uma matriz ortogonal

Observagao 224 Consideraremos aqui apenas os operadores T : R™ — R™,
com o produto escalar usual (que é um produto interno no espago R™).
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Observacao 225 Uma base = {vi,ve, -+ , v} € ortonormal se v; - v; =
1,i=j
0,i#7

Portanto podemos dizer que um operador T : R™ — R"™ é um operador

auto-adjunto se [T] (a matriz de T' em relagdo a base candnica) é uma matriz

simétrica. T : R™ — R™ é um operador ortogonal se [T] (a matriz de T em
relacdo a base canonica) é uma matriz ortogonal.

Exemplo 226 Consideremos a transformacdo : R3 — R3, a rotacdo de um
angulo 0 em torno do eixo z.

T(x,y,z) = (xcosf —ysin, zsinh + ycos b, z)
A matriz da transformacao T é

cosf —sinf 0
[T] = [sin@ cosf 0O
0 0 1

Como esta é uma matriz ortogonal, T' é um operador ortogonal

Exemplo 227 Seja T : R? — R? onde T'(z,.y) = (2z — 2y, —2x+5y). A matriz
deT é
2 =2
m=[5% 3

Como a matriz de T é simétrica, entao T é um operador simétrico.

Teorema 228 Seja T : R™ — R"™ linear. Se T é um operador auto-adjunto
entao
Tw) w=v -T(w), Yv,weR"

Teorema 229 Seja T : R™ — R” linear. Entdo sio equivalentes as sequintes
afirmagoes

a) T é ortogonal

b) T preserva o produto escalar, isto ¢, T'(v) - T'(w) = v - w, Yo,w € R

¢) T preserva o médulo, isto ¢, |T'(v)| = |v]

d) T transforma bases ortonornais em bases ortonormais. Isto é, se
{v1,v2,...,v,} €& uma base ortonornal entdo {7(v1),T(v2),...,T(v,)} € uma
base ortonornal

5.4 Décima lista de exercicios
1) Seja T'(w,y,2) = 2z +y,z +y+ 2,y — 3z)

a) Mostre que T' é um operador auto-adjunto mas nao ortogonal
b) Se v =(2,—1,5) e w = (3,0,1), verifique que T'(v) e w = v @ T'(w)
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2) Seja A é uma matriz de ordem n fixada. Seja T : M,, — M,, definida por
T(N)= AN — NA. Mostre que T' nao é inversivel.

3) Se T :V — V ¢ um operador linear e T? — T — I = 0 mostre que T &
inversive

4) Sejam T : V — V & um operador linear e o e § bases distintas de V.
Mostre que det [T, = det [T’ ]g

. 1 2|, N . 4 0

5) Mostre que a matriz A = { 3 9 ] é semelhante & matriz [ 0 —1 ] .

6) Se A e B sao semelhantes mostre que A — I e B — I sdo semelhantes.

7) a) Encontre a transformacdo T do plano no plano que é uma reflexao
em torno da reta y = 6.

b) Escreva-a em forma matricial.

8) No plano, uma rotagao anti-horéria de 45° é seguida por uma dilatacao
de /3. Ache a aplicacio A que representa esta transformacio do plano.

9) Seja T': R® — R? ¢ a projegao de vetor v no plano x+y+z = 0. Encontre
T(x,y, z).

10) Seja L :R3 — R3 onde L ¢ a reflexdo através do plano z +y + z = 0.
Encontre L(z,y, 2).

11) Seja A:R? — R? onde L é a rotacio de 5 em torno do eixo z seguida
de uma rotacao de % do em torno do eixo y. Encontre A(z,y, z).

12) Encontre a transformacdo linear 7 : R* — R3  tal que Ker(T) =
{(z,y,2) e R} /'y =22 — 2}

13) Determine se a transformacao T'(z,y) = (@x — 3y, 3T+ @y) ¢ uma
transformagao auto-adjunta ou ortogonal. Justifique sua resposta.

14) Sejam o = {(1,0),(0,—1)} e B = {(1,1),(—1,0)} bases de R?, [T]0 =
{11 _g} e [T]g = [_i _01] .Encontre a matriz P tal que

[T]5 = P(T]; P~

15) Encontre a transformagdo linear T : R® — R3 tal que Im(T)
{(z,y,2) eR® /y=22—2z}.

SUGESTOES

2) Sugestao: Mostre que T nao é injetora.

7) Sugestao: Use a projegdo do vetor genérico (z,y) sobre algum vetor que
estd sobre a reta y = 6z e a adi¢do de veotres.(Lembre-se que a projecao de

um vetor @ na direcao de um vetor ¥ & dada por projz U = (%—g) ).
8) Lembre-se que a composic¢ao de transformagoes pode ser obtida pela mul-
tiplicagao de suas matrizes (em relagdo a base canodnica)
9) Faga a projegdo do vetor (z,y,z) na dire¢ao do vetor normal do plano.
Use a definicao de projecao e a adigao de vetores.
10) Sugestao: Cosidere a projegao do vetor genérico (z,y, z) na dire¢ao do
vetor normal do plano dado. Use a defini¢ao de reflexdo e adigdo de vetores.
14) Utilize as matrizes mudanga de base
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5.5 Autovalores e Autovetores

Dado um operador linear 7' : V' — V| estamos interessados em saber quais
vetores sao levados em um multiplo de si mesmo; isto é, procuramos um vetor
v € V e um escalar A € R tais que T'(v) = Av. Neste caso T'(v) serd um vetor
de mesma direcdo que v. Por vetor de mesma direcao estaremos entendendo
vetores sobre a mesma reta suporte. Como v = W satisfaz a equacao para todo
A, estaremos interessados em determinar vetores v # 0 satisfazendo a condicao
acima.

Definigcao 230 Seja T : V. — V, um operador linear. Se existirem v € V,
—

v# 0,eXeR tais que T(v) = lv, X é um autovalor de T e v é um autovetor

de T associado a M.

Observe que A pode ser o nimero 0, embora v nao possa ser o vetor nulo.
Exemplo 231 T :V — V dado por T(v) = kv, onde k é uma constante
Neste caso todo vetor de V' é um autovetor associado ao autovalor A = k
Exemplo 232
T: R?2—R? (Reflexio no eizo x)
T(z,y) = (z,~y)

Neste caso observamos que os vetores que serao levados em mailtiplos dele
mesmo serao os vetores que estao no eizo x, poisv = (x,0) = T'(v) = T(x,0) =
(2,0) = v. Os vetores que estdo no eixo y também sio levados em mailtiplos
de si mesmo pois estes vetores tem a forma w = (0,y) = T(w) = T(0,y) =

(0, —y) = —1(0,y). Podemos concluir entao que os vetores do tipo v = (x,0) sdo
autovetores associados ao autovalor Ay = 1 e os vetores da forma w = (0,y) sdo
autovetores associados a Ay = —1, da tranformagao linear reflexdo no eixo x.

Exemplo 233

R R? — R? (Rotagio de um dngulo 5)

R% (z,y) = (—y,z)

s

Observe que na rotagao de § nenhum vetor ¢ levado em um muiiltiplo de si
mesmo, a direcdo de todos vetores de R? sao alterados pela rotacdo. Portanto
a rotacao de um angulo 7 nao possui autovetores e autovalores.

Teorema 234 Dada uma transformacgéo linear T :V — Ve um autovetor
v associado a um autovalor A, qualquer vetor w = av (a # 0) também é um
autovetor de T associado a .

Observagao 235 Note que se um vetor v é autovetor de uma transformagao T
associado ao autovalor X entao todos os mailtiplos de v também serao autovetores
associados a A. O Conjunto formado por todos os autovetores associados a um
mesmo autovalor é um conjunto infinito.
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Teorema 236 Seja T : R™ — R™ um operador auto-adjunto e A1, Ao autoval-
ores distintos deT’' e v1 e vy 0s autovetores associados a \1 e Ao, respectivamente.
Entdo vy é perpendicular a vs.

Definicao 237 O subespago V\ = {v € V /T (v) = Av} é chamado o subespago
associado ao autovalor .

Como vimos na nota acima o conjunto V) contém todos os autovetores de
—
T associados ao autovalor A, contém também o vetor nulo 0 de V ja que o
— — —
vetor 0 satifaz a relacao T(0) = A 0. O conjunto V) pode ser escrito como V)

= {Todos os autovetores de T" associados a A} U {6}} .

5.5.1 Autovalores e autovetores de uma matriz

Agora vamos obter uma forma de calcular os autovalores e autovetores de uma
transformagao usando sua matriz em relagao as bases canoénicas. Inicialmente
definiremos autovalores e autovetores de uma matriz A.

Dada uma matriz quadrada, A, de ordem n, estaremos entendendo por auto-
valor e autovetor de A o autovalor e autovetor da transformacao T4 : R — R™,
associada a matriz A em relagdo a base candnica de R™, isto é T4(v) = A-v (na
forma coluna). Assim, um autovalor A € R de A, e um autovetor v € R", sdo
solugoes da equagdo A - v = v, v # 0.

5.5.2 Polindbmio Caracteristico.

Seja a matriz

ail A12 eeeennn A1n I

a1 (0753 2 a2n, )
A= e v=

Am1 Am2  ceeeennn Amn I3

Para encontrar os autovalores e autovetores de A, devemos resolver a equagao:

Av = Mv
Av = M
Av—MNov = 0
(A—X)w = 0

Escrevendo esta equagao explicitamente,temos

al] — A A12  eeeeeens [e5T) I 0
a1 a9 — A a2q, i) 0
Am1 Am2 eeeennns Amn — A T3 0



Fazendo

aj] — A A12  eeeeenn A1n
a1 ag9 — A a2,
B =
Ami A2 eeeennns Amn — A
temos o sistema
B-v=20

Este sistema é um sistema homogéneo e possui ao menos a solugao v = 0. Mas
como estamos procurando autovetores, queremos encontrar vetores v # F que
satisfagam a equacgao B-v = 0. Sendo assim queremos que o sistema B-v = 0
seja compativel e indeterminado ( tenha além da solugao trivial, outras solugoes
nao triviais). Pela regra de Cramer se det B = 0 entdo o sistema homogéneo
terd infinitas solugbes. Assim, a tnica maneira de encontrarmos autovetores v
(solugbes nao nulas da equagdo B -v = 6)) é termos det B = 0, ou seja,

det(A — AI) =0

Impondo esta condigao determinamos primeiramente os autovalores A que
satisfazem a equacao e depois os autovetores a eles associados. Observamos que

a11 — A A12 eeeeeenn QA1n
any ago — A Aon,
p(A) =det(A— ) =
Am1 A2 eevvenns Amn — A

¢ um polinémio em A de grau n.

Definigao 238 O polinomio p(A) = det(A — AI) é chamado polinémio carac-
teristico da matriz A

Observe que as raizes do polindomio caracteristico sao os autovalores da
matriz A. Note também que o autovalor pode ser o nimero zero (quando o
polindmio caracteristico tem raizes zero), embora o autovetor v associado a X
nao possa ser o vetor nulo.

Exemplo 239 Vamos agora calcular os autovetores e autovalores da matriz

3 4
=73
Solugao
p(\) = det(A — AT) = det {‘3IA 24A] (2o A) (3N 4=
M 4A-2

PN =0=AN+X1-2=0=\ =1ely=—2.
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Necessitamos calcular os autovetores de A e para isso basta resolvermos o
sistema:
Av =X
onde v = y e A é cada um dos autovalores ja encontrados.

Para A\; = 1 temos

-3 4]z ] _ |
-1 2|y ]| Yy
-3-1 4 |[=z] _ 0
-1 2-1]|ly] 0
—4 4][z] _ O
-1 1|y | 0

Temos um sistema homogéneo cuja matriz ampliada é

—4 4 | 0] escalonando | —4 4 | O
11 ] 0 = 0 0] o0

—Ar+4y=0=y==z

Portando os autovalores associados ao autovalor \; = 1 sdo da forma v =
(z,2) = z(1,1) e assim podemos concluir que o subespago associado ao autovalor
AM=1éeVi=[(1,1)].

Para Ay = —2 temos

{_31_2) 2—%—2):_5_ - {8}
(-1 47[ 2] 0
|14y ] {0}

Temos um sistema homogéneo cuja matriz ampliada é

—1 4 | 0| escalonando | =1 4 | 0O
14 | 0 = 0 0] o0

T
—r+4y=0=y= 1
Portando os autovalores associados ao autovalor Ay = —2 sdo da forma v =
(z, %) = (1, i) e assim podemos concluir que o subespago associado ao auto-
valor )\2 =-2¢ V_2 = [(1, %)] .

Exemplo 240 Encontre os autovalores e autovetores da transformacgao linear
que a cada vetor v € R3 associa a sua projecio ortogonal no plano x+y—z = 0.
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Solucdo: Devemos encontrar a transformacao linear T : R3 — R? tal que
T(v) = projecao de v no plano x +y — z = 0.

=

Tiv)

Da figura acima vemos que para obtermos a projecao sobre o plano devemos
inicialmente fazer a projegao do vetor v na diregdo do vetor normal n para obter
o vetor p = proj,v.Com isso temos,

Tw)+p = v
T(v) = v—p
T(v) = v—projyv

Um vetor normal do plano z+y—2z =0én = (1,1, —1), logo, como v = (z,y, 2)
temos

(.%‘,y, Z) ' (17 1, _1)
1,1,-1)- (1,1,1)) (1,1,-1)

_ ( 7
T
(

r+y—2z r+y—2z xT+y—=z
3 ’ 3 ’ 3
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Tv) = v—p

r+y—z r+y—z x+y—=z
T(:Evyaz) = (:anaz)_< 3 ) 3 y 3 )

2r—y+2z —z+2y+z z+y+2z
T(z,y,2) = 3 3 T3

Para calcular os autovalores de 1" devemos encontrar a matriz de 1. Neste
caso,

2 =L 1

3 3 3

= | =t 2 1
[T] = 3 3 3
1 1 2

3 3 3

2 —1 1
37A Ex 3
1 2 1 _

1

% 3 %_A
p(A) =N +2X% - X=0

As raizes de p(A) sdo Ay = Ay =0¢€ A3 = 1.
Para A1 = 0 vamos calcular os autovalores associados resolvendo o sistema.

2 -1 1
C A X
- 7 3 Yy = 0
tF 3
303 3l1L>2 )
cuja matriz ampliada é,
2 211 g 2 11| g
3 3 3% escalonando 33 3
T 0§30 — 0z 2 |0
1 2090 00 010

(e b g

3y +32=0
20 —y+2=0
y+z=0
Y —2z
T = —z



Portanto os autovalores associados ao autovalor \; = 0 sdo da forma v =
(—2z,—2,2)

Observagao 241 Note que acima damos a forma geral dos autovetores, no
caso acima temos v = x(—1,—1,1) assim um autovetor é v = (—1,—1,1) como
todo autovetor é um maltiplo de v = (—1,—1,1) temos que Vo = [(—1,-1,)],
isto é, o subespaco associado ao autovalor \1 = 0 é gerado pelo vetor v =
(=1,—1,1). Note que geometricamente o subespago Vo = [(—1,—1,1)] é formado
pelos vetores que sao multiplos do vetor normal ao plano, ou seja, por todos os
vetores ortogonais ao plano.

Para A1 = 1 temos vamos calular os autovalores associados resolvendo o
sistema.
2 1 1 7T7 . T
L A BN I X
-z 21 = Y = 0
£ 3 g 3
3 3 35— 1][=] L 0]
1 1 17T . T
-z == = T 0
R )
A
3 3 31L7% LY
S1oo1 1]
SO G
PP
3 3 3
1 1 1 1 1 1
: : : 1 d 3 3 3
_I% _% % escaiL:m 0 o _1 0
1 1
5 3 —3 0 0 0
by de o
—y=0
O-z—-y+2=0
—y=0
z =
Portanto os autovalores associados ao autovalor \3 = 1 sdo da forma v =

(2,0,2) = x(1,0,1). Logo V7 =[(1,0,1)]. Note que geometricamente os autove-
tores da forma v = z(1,0, 1) sdo aqueles vetores que estdo sobre o plano ( pois
para v = (1,0,1) temos v-n = (1,0,1) - (-1,-1,1) = 0).
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5.6 Décima primeira lista de exercicios

1) Construa uma matriz 222 nao diagonal com autovalores 1 e —1

2) Se k ¢ um numero inteiro, A um autovalor da matriz A e v um autovetor
de A associado ao autovetor A. Mostre que A¥ ¢ um autovalor da matriz AF
associado ao autovetor v.

3) Encontre os autovalores de A% se

SO O
S Ol W
O O W
N &~ 00

4) Encontre os autovalores e autovetores das transformagoes lineares dadas:
) T : R? — R? tal que T'(z,y) = (2y, )
)T :R? — R? tal que T(z,y) = (v + y, 22 + y)

c) R? — R? tal que T(z,y,2) = (x +y,x —y + 22,20 +y — 2)

d) T: P, — P, tal que T(ax? + bx + ¢) = ax® + cx + b)

e) T:M(2,2) — M(2,2) tal que A — AT

5) Encontre a transformagao linear T : R? — R?, tal que T' tenha autoval-
ores —2 e 3 associados aos autovetores (3y,y) e (—2y,y) respectivamente.

6) Encontre os autovalores e autovetores correspondentes das matrizes

oo

T:
T:

1 2 3 1 0 2 ggé?

a) A= 0 1 2| b)A=| -1 0 1 |c)A=
00 1 11 2 120 30
0 -1 0 0

7) SejaT:V — V linear

a) Se A = 0 é autovalor de T, mostre que T nao é injetora.

b) A reciproca é verdadeira? Ou seja, se T ndo é injetora, A = 0 é autovalor
de T?

8) Quais sdo os autovalores e autovetores do operador deriva¢ao D : Py —
Py, D(p) =1p'.

9) Determine os autovalores e autovetores, se existirem, do operador linear
T : R? — R? obtido quando se faz uma rotacdo de 7 rad em torno do eixo z,
seguida de uma contragao de %

10) Seja T : V. — V o operador linear que tem autovalores X\ =

1, = 2,---, A\, = n associados aos autovetores vy, vs,: - ,v, respectiva-
1
2

mente. Sabendo que § = {vy,v9, - ,v,} € que [U]B = . | , determinar
n

[T(v)lg -

11) Seja A uma matriz quadrada e AT sua transposta. as matrizes A e AT
possuem os mesmos autovalores e autovetores? Justifique sua resposta.

12) Encontre os autovalores e autovetores da transformacao linear que a
cada vetor v € R? associa a sua projecao ortogonal no plano = +y = 0.
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13) Seja o operador T : Py — P3 definido por T'(p) = 23p(2) :
a) Mostre T é inversivel.
b) Calcule a inversa 7! do operador T

ALGUMAS RESPOSTAS

13) Considere p = ag + a1z + azx? + azz?, calcule T(p) e determine o niicleo
de T.

11) Para calcular os autovalores de A, basta determinar as raizes do polinomio
p(A) = det(A — M).Para calcular os autovalores de AT, basta determinar
as raizes do polinomio p(\) = det(AT — AI). Portanto basta verificar que
det(AT — A1) = det(A — AI).
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Capitulo 6

APLICACOES

6.1 Aplicagoes da Algebra Linear na Engenharia
Cartografica

Esse trabalho tem como um de seus objetivos, dar uma nogao da utilidade
prética dos assuntos vistos no ciclo bdsico, além de permiti-los conhecer um
pouco o trabalho em uma das engenharias estudadas no Instituto, visando assim
a multidisciplinalidade no curso de Engenharia. Trata-se do estudo da aplicagao
de uma disciplina do curso bdsico, a Algebra Linear, no ciclo profissional; no
caso, na Engenharia Cartogréfica, onde ajustes e organizagdo de dados, obtidos
seha por satélites (GPS), seja por fotografias ou por qualquer outro meio, se
fazem constantes no trabalho de um engenheiro cartégrafo.

O engenheiro cartégrafo dispde de um método, o método dos minimos quadra-
dos, para obter informagoes relativas a parametros de corre¢ao e ajuste de dados
obtidos em observacoes e pesquisas. Para este método os dados obtidos sao or-
ganizados matricialmente, de forma que possam ser relacionados com valores
pré-estabelecidos, tais como temperatura, latitude, longitude, altitude, entre
outros. Obtem-se, desta forma, um sistema de n equagoes lineares, onde esse n
pode assumir valores realmente grandes, resultando um sistema com milhares
de equagbes. Sendo a resolucao de sistemas de equagoes lineares um dos campos
de estudo da Algebra Linear.

Na Geodésia, por exemplo, as coordenadas de um ponto podem ser obtidas
na resolugao de um sistema obtido pela sujeicao de dados obtidos de observacoes
angulares ( tais como azimutes, angulos e/ou dire¢ées ) a um determinado mod-
elo geométrico.

As coordenadas também podem ser obtidas a partir da observacéo da difer-
enga de fase da portadora L1 e/ou L2, freqiiéncias de operagoes do satélite de
GPS.

A Algebra Linear também tem aplicacoes na Fotogrametria, para a trans-
formagao de coordenadas ( espago imagem para espago objeto, que seriam as
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coordenadas de terreno, obtidas através de um sistema deduzido através de ob-
servagoes nas fotografias e no terreno). Na digitalizagdo de documentos, por
exemplo, um mapa em papel, apds ser processado, dé origem a um mapa digital
armazenado na forma vetorial ( lista de coordenadas ).

Também na drea de Sensoreamento Remoto, seja para o processamento dig-
ital de imagens, ou na modifica¢do ou no controle de imagens ( brilho constante
e georeferenciamento ) ou ainda no armazenamento da imagem na forma ma-
tricial; utilzam-se tépicos abordados pela Algebra Linear, como sistemas de
equagoes lineares e operagdes com matrizes.

6.2 Aplicacoes de espacos vetoriais na computacao
grafica

Autor: Luiz Antonio Pereira

Trabalho publicado na revista MICRO SISTEMAS de Novembro de 1982

Introdugao: Uma das aplicagoes interessantes em computadores e com
vasta possibilidade de emprego nas dreas de engenharia civil, arquitetura, de-
senho industrial, mecénica, etc é a representacao grafica, no plano, de elementos
tridimensionais.

Dentre todos os tipos de perspectivas a que apresenta resultados grafico mais
interessantess é a perspectiva conica, posto que que é a que simula com maior
perfeicdo a visdo real do objeto. apresentaremos, a seguir, o desenvolvimento
da teoria matemdtica e veremos que a ferramenta pricipal é a teoria das tran-
formacoes lineares.

Caracterizando o Objeto: Inicialmente deve-se informar ao computa-
dor as caracteristicas geométricas do objeto. isto é possivel referenciado-se o
elemento a um sistema cartesiano de coordenadas, determinando-se dai as co-
ordenadas x,y e z dos pontos que o formam. Deve-se estabelecer também as
ligagoes entre esses pontos com o uso de segmentos de retas. Com isso, obtém-se
um poliedro cujos vértices sao os pontos e cujas arestas sao os segmentos de re-
tas. O efeito de curvatura pode ser obtido aumentando-se o nimero de vértices
e arestas (refinamento). Dessa forma todos os vértices P;, terdo coordenadas
T3, Yi € 2, e as arestas ay; ligardo dois vértices genéricos Py, e P;.

De um modo geral, desenhar uma perspectiva consiste em ligar, através
de segmentos de retas pontos do plano cujas coordenadas T e 7 sao "transfor-
macoes"das coordenadas x,y e z dos pontos do espaco. Mais explicitamente fa-
lando para cada ponto P;(x;, ¥, 2;) no espago determina-se um ponto P;(%;, ;)
no plano tal que suas coordenadas Z; e y; sdo fungdes de z;,y; € z; e de um
conjunto de parametros, que chamaremos de de pardmetros de localizagao do
observador e do plano projetante e que indicaremos por U. Matematicamente

(fzagz) = f(xiayiu Ziy U)
Como se sabe, a perspectiva conica utiliza - além das nogoes de objeto,

plano projetante e linha de visada - um ponto origem ou observador, de ondem
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Figura 6.1: Figura 1

partem as linhas de visada e que se localiza a uma distancia finita do objeto e do
plano projetante. A projecao P do ponto P no plano « é a intersecio da reta
definida pelo observador V' e pelo ponto P (visada) com o plano projetante .
A projecao de uma reta é obtida unindo-se as projegoes de dois de seus pontos
(Fig 1) e, de uma maneira geral, a projegdo de um objeto é determinada pelas
projecoes de todos os seus pontos.

No noso caso, o plano projetante é a tela do computador. Para chegarmos
as expressoes que fornecem T e § de cada ponto vamos estabelecer as seguintes
convencoes:

1.
2.

O observador V tem coordenadas (., Yy, 2y)

Os n vértices do objeto e suas projecoes sao representadas por Py a P, e
P; a P,, respectivamente.

A tela representa a drea formada por um retdngulo de lados L e Lo
unidades de comprimento. O plano desse retangulo é perpendicular &
linha que une o observador & origem do sistema z,y, z de coordenadas.

. A distancia R do plano projetante & origem do sistema de eixos & consider-

ada positiva se o plano se encontra do mesmo lado do observador em relaga
& origem, e negativa se a origem estiver entre o plano e o o observador.

O lado L; ( maior lado) do retangulo é paralelo ao plano z = 0.

O sistema Tgyz de coordenadas, bem comom os outros parametros se ap-
resentam como mostra a Fig 2.

Fazendo A = /22 4+ y2 + 22, e se A # 0 podemos obter a equacao do plano
projetante (segundo as convengoes adotadas) da seguinte forma: Da férmula da

175



Figura 6.2: Figura 2

distancia de ponto a plano temos

din. P _lazo + byo + czo + d
Y B

onde P(z,y0,20) ¢ o ponto e ' = (a, b, c) é o vetor normal ao plano.

No nosso caso temos que Py(0,0,0) e @ = (24, %, 2y). Chamando R =
d(Py, @) (« é o plano projetante) temos que R pode ser positivo ou negativo
e por isso dispensamos o mdédulo na fémula da distancia, logo, tomando —R
€screvemos,

0+ 4,0+ 2,0+ d
Vai4yl+ 22

d=—RVeT+y+ 20 = -

—R=

Portanto a equagao do plano projetante « é:
ToT + Yoy + 202 — RA =0 (6.1)

Para cada ponto P;(z;,y;, ;) a equagdo paramétrica da reta que o liga ao
ponto V(ZL‘U, Yu,s Zv) é

t(z; — xy) + Ty
z = t(z— 2zp) + 20
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Para determinarmos a intersegao entre a reta e o plano projetante colocamos os
valores de (6.2) na equagdo (6.1) do plano, ou seja:

Ty [H(Ti — T0) + o] + Yo [H(Yi — Yo) + Y] + 20 [H(2i — 20) +20] — RA=0 (6.3)
Lty (T; — Ty) + Ty + Y0 (Yi — Yo) + Yoo + t20(2i — 20) + 202y — RA=0
tlwo (@i — o) + Yo (Ui — Yo) + 20(2i — 20)] + A = RA =10
t[zo(®; — o) + Yo (Ui — Yo) + 20(2i — 20)] = RA — A®

e dai tiramos o valor do parametro ¢ :

RA — A?
.’Ev<$7; - {Ev) + yv<yi - yv) + Zv<zi - Zv)
Com t,x;,Y;, 2i, Ty, Yy € 2, conhecidos, e usando novamente as equagoes
(6.2) determinamos as coordenadas z,y e z da projegdo do ponto P no plano
projetante. Nessa fase estamos exatamente como a Fig 3.

(6.4)

t:

Figura 3

De (6.4) e (6.2) com z; = y; = z; =0, vem

T, R

Ty = A
R

o= 4 (6.5)
R

Zy = A

177



que sdo as coordenadas da origem do sistema Tyz (fig 6.2). Esse sistema nos é
particularmente interessante pois o plano Ty é o préprio plano projetante.

O que nos resta a fazer é, portanto, uma transformagao de coordenandas, ou
seja, determinar as coordenandas dos pontos projecoes em relagao ao novo sis-

tema Zyz. Para isso, devemos determinar as componentes dos vetores unitédrios
- - "=
1,7 e k no sistema xyz.

A intersegao do plano projetante com o plano zy é uma reta cuja equagao é

encontrada fazendo-se z = 0 em (6.1). Isso nos leva a:

RA -z,
y=—-— (6.6)
Yo
cujo gréfico estd na Fig 4. O vetor diretor dessa reta tem componentes dadas

por:

RA RA RA RA
’ 70)_(_7()’0):(_ )
Yu, Ty Ty Yo,

w=(0 ,0) (6.7)

_
o vetor ¢ é um vetor unitdrio e portanto

= 1
1 = =
||

-
I
I
o
=

— 1 1
. Ly
zi2+y_12 Ty yU7
7 L 0) (6.8)
7’ - T _y’l_))x’U’ M
2 + y?

= =
O vetor unitdrio k tem sua determinacao imediata pois é o versor do vetor 00

(ver Fig 2 e equagao 6.5)

=

7 o= 9O L 2ol YR R

BN CEo NERE

= 1

k = —(wv,yv,sz))
Va2 +y2 + 22

= 1

k= Z($vayvvzv) (69)
=

_
Observe que o vetor k é exatamente o versor do vetor V. = (z,, Yy, 2y) -
— — —

=
Como nosso sistema, é ortogonal, o vetor unitdrio 5 é dadopor 57 = k X 7,
ou seja
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Ly Yu Zu
A A A
T = det | T2 == 0 (6.10)
= de 22 442 22 442 .
J \/gy,, \/gyv ~
i 7 k
7 L ( 2+ yl) (6.11)
= ——F———= %0 Tvy, —2v v,.’E,U v .
i= o Y Y

O sistema definido por es vetores unitdrios ndo é propriamente o nosso sitema
TyZz e sim ele a menos de uma translacao (Fig 5). Essa translacao devera apenas
anular o vlaor da componente em o que nao importa para nés ja que estamos
interessados nas componentes T e § apenas.

O que temos que fazer agora é determinar a matriz mudanga de base da base

- = = =2 . o .
a:{z,],k}paraabaseﬂz i,7,k p,ou seja, [I][3 Esta matriz nos

permitira

o= {7’,_",?} — {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)}
{737

B (20, 0) s e (— 20— 2lor 22 4 52) s (0 Yo 20)

Portanto
—Yv Ty 0
Va2ty2  fa2+y2 .
[[]g = —Zp Ty —Zy Y Ty 1Y,
VatyZ o a2y (/2242
Ly Ly 2y
A A A
e as coordenadas do novo sistema sao
«
[U]ﬁ = [I]g [v],
—Yu Ty 0
T VE2ty: o /2242 . x
y = —ZyTy — 2ol xv+yv y
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Observagao 242 Algumas mudancas de notacgées foram efetuadas em rela¢ao
ao trabalho original. Também foram inseridos alguns conceitos matemdaticos
que o artigo original ndo fornece mas que para mossa disciplina mostra bem
a utilizacdo dos conceitos vistos e sua aplica¢ao prdtica. No trabalho original
também é fornecido wm programa para a HP-45 onde é aplicada toda a teoria
vista acima, mas nao é dificil fazer um cddigo de modo a gerar figuras em 3d
utilizando a teoria vista acima
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6.3 Aplicacoes de autovalores e autovetores na
engenharia civil

6.3.1 O Problema de autovalor na avaliagao de modelos
estruturais de edificacoes
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Resumo: O presente trabalho apresenta uma contribuicao inicial acerca de
dois aspectos: o primeiro diz respeito ao ensino de engenharia, com a aplicagao
de conceitos referentes ao problema cldssico de autovalores e autovetores na
avaliacdo de sistemas estruturais. O segundo ponto relevante a ser discutido, diz
respeito ao estudo da influéncia das ligacGes entre as vigas e colunas, referentes
a estruturas de ago. Na prética corrente de projeto, grande parte dessas ligacoes
é representada por modelos flexiveis ou rigidos. Todavia, na maioria dos casos
reais, essas ligagoes assumem um comportamento intermedidrio, ou seja: semi-
rigido. Assim sendo, este trabalho tem por objetivo empregar conceitos bédsicos
de dlgebra linear, a partir do problema cldssico de autovalores e autovetores,
de forma a se analisar modelos estruturais de pérticos de ago correspondentes a
uma edificacao residencial existente. Sao investigadas as diferencas, qualitativas
e quantitativas, existentes entre as freqiiéncias naturais e os modos de vibragao
dentre os diversos modelos estruturais (flexivel, semi-rigido e rigido). Resulta-
dos j& obtidos indicam que a variagdo na rigidez inicial das ligagdes provoca
mudancgas sensiveis no comportamento dindmico da estrutura.

Palavras-chave: Ensino de engenharia, Estruturas de aco, Método dos Ele-
mentos Finitos,

Autovalores, Autovetores.

1. INTRODUCAO

Sabe-se que o déficit habitacional brasileiro cresce a cada ano, concentrando-
se o problema, principalmente, nas familias de baixo poder aquisitivo, de forma
que existe uma demanda crescente por estudos sobre as habitacoes populares.
Neste sentido, o ago, como material estrutural é adequado para a construgao in-
dustrializada e pode proporcionar a construgao civil, perspectivas mais otimistas
para a habitacao popular no pafs.

Uma das etapas relevantes no projeto de estruturas de aco estd relacionada
a uma avaliagdo coerente acerca dos modelos estruturais que representam o
comportamento real das ligagoes existentes entre as vigas e as colunas de aco.
Na prética corrente de projeto, a grande maioria dessas ligacoes é representada
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por modelos flexiveis ou rigidos. Todavia, na maior parte dos casos, essas lig-
agoes assumem um comportamento intermedidrio, ou semi-rigido, o qual pode
ser perfeitamente caracterizado com base em determinadas grandezas associ-
adas ao projeto de uma ligagao, tais como: resisténcia a flexdo e capacidade de
rotagdo. No que tange ao estudo do comportamento dindmico de estruturas,
assunto que serd abordado com mais detalhe no presente trabalho, mais especi-
ficamente no que diz respeito a aplicacao do problema cldssico de autovalores
para determinagao e avaliacao das freqiiéncias naturais (autovalores) e modos de
vibragao (autovetores) de edificagoes residenciais, observase, com clareza, uma
absoluta falta de conhecimento por parte dos alunos de graduacdo acerca da
importancia do tema e, infelizmente, uma completa indiferenca em relagao ao
assunto.

Assim sendo, de forma a contribuir no que tange ao ensino de engenharia,
como também desmistificar o emprego corrente dos conceitos tedricos, princi-
palmente aqueles relacionados ao problema de autovalores, faz-se uma exposi¢ao
resumida do referido problema, como tratado no ciclo bésico da engenharia, e de
como o mesmo poderia ser mencionado, de forma a que os alunos de graduagao
pudessem ter uma idéia bésica da aplicagao pratica desses conceitos.

Em seguida, é selecionado o projeto de uma edificagao residencial de qua-
tro pavimentos, composto por vigas e colunas de ago e lajes lisas de concreto
armado, em todos os niveis da edificacdo. Tem-se como objetivo proceder a
uma andlise extensa das freqiiéncias naturais (autovalores) e modos de vibragao
(autovetores) dos modelos referentes aos poérticos de ago da referida edificagio.
Um outro ponto relevante do trabalho diz respeito ao estudo da influéncia das
ligacoes entre as vigas e colunas dos pérticos de ago.

Neste sentido, o presente trabalho tem por objetivo apresentar uma apli-
cagao pratica do problema cldssico de autovalores e autovetores, no caso em
questao com respeito ao projeto de edificacoes residenciais, além de reforcar a
importancia dos conceitos basicos da disciplina de Algebra Linear para a solucio
deste tipo de problema.

2. O CICLO BASICO NA ENGENHARIA E O PROBLEMA DE
AUTOVALOR

O problema clédssico de autovalores e autovetores, principalmente no que
tange a utilizagdo de operagbes matriciais, estd diretamente relacionado com
o ensino da disciplina Algebra Linear, oferecida correntemente aos alunos de
graduacao no ciclo basico da Faculdade de Engenharia da UERJ, FEN/UERJ.

O ensino da disciplina Algebra Linear néo oferece nenhuma interacio com
o ciclo profissional da engenharia e nenhum tipo de recomendacao no que diz
respeito a sua extrema relevancia na aplicacao pratica desses conceitos sobre os
problemas reais de engenharia. Tal fato nao sé desestimula o aluno de graduagao
em engenharia, como também ocasiona um aprendizado de baixa qualidade,
propagando deficiéncias técnicas que serao sentidas, sem sombra de duvida, no
decorrer do curso.

Ainda hoje, a didatica de ensino adotada nas disciplinas do ciclo bésico sobre
o problema cldssico de autovalores e autovetores é baseada em métodos estri-
tamente conceituais e matemadticos. Tal metodologia é apresentada a seguir,
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respaldada por uma breve revisao sobre as definicbes de autovalor e autove-
tor, como visto tradicionalmente na disciplina de Algebra Linear, LIPSCHUTZ
(1977), NETTO e ADAO (1995).

Sendo vejamos: Seja T uma transformagéo linear em um espaco vetorial real
V aplicada a um corpo k. Denomina-se autovalor o escalar real pertencente
a k (A € k) se, para esta transformagdo linear T, existe um vetor nao-nulo
pertencente a V' (v € V) para o qual:

T(v) = v (6.12)

Todo vetor nao-nulo v que satisfaca a “equagao 6.12” é chamado autovetor
de T correspondente ao autovalor l. Portanto, sendo A uma matriz quadrada
de ordem nznsobre um corpo k, existe um autovalor A se, para uma matriz
coluna v, x1, denominada autovetor, Av = Av é verdadeiro.

Obs: Nos cursos de engenharia geralmente utilizamos como corpo k o corpo
dos nimeros reais, ou seja, no nosso caso k = RPara a obtencao dos autovalores,
reescreve-se a “equagao 6.12” de modo que (A — A)rv = 0, que admitird v # 0
como solugéo se, e somente se, det(A — AI) = 0. A expressao det(A— M) =0¢é
denominada equagao caracteristica, onde I é a matriz identidade.

A contribuigdo mais relevante deste trabalho de pesquisa é caracterizar que
o ensino do problema de autovalor como feito no ciclo bédsico da engenharia,
de acordo com o exposto acima, é absolutamente contrdrio ao que se deveria
informar a um futuro engenheiro. Nao hd relacao alguma entre os termos especi-
ficos (tais como, espago vetorial, corpo, etc.), utilizados no ensino da disciplina
de Algebra Linear e as grandezas empregadas correntemente na engenharia.
Ressalta-se que esses elementos tém o mesmo significado das grandezas conheci-
das usualmente pelo engenheiro. Além disso, em nenhum momento existe um
indicativo de onde e como o aluno de graduacao, deve utilizar esses conceitos,
extremamente relevantes para a vida prética de um profissional da drea, SILVA
(2001).

Uma sugestao para uma abordagem mais apropriada ao ensino do problema
de autovalor para os alunos de graduacao em engenharia seria, inicialmente,
associar o termo autovalor as freqiiéncias naturais e o termo autovetor aos modos
de vibracao de um elemento ou sistema estrutural qualquer, dando énfase ao
significado fisico dessas grandezas, ROEHL (1981).

Sendo vejamos: para um sistema estrutural qualquer sob vibragéo livre nao
amortecida, com vérios graus de liberdade, pode ser escrita uma equagao ma-
tricial de movimento tal que,

MV +KV =0 (6.13)

onde, M é a matriz de massa, K é a matriz de rigidez, V' é o vetor das aceleracoes
e V é o vetor dos deslocamentos.

As equagoes que tornam possivel a resolugao do problema de autovalor, cujo
sistema vibra livremente e sem amortecimento, sdo as seguintes:
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(M™'K —wgI) ¢; =0 (6.14)

onde ¢; é o i-ésimo modo de vibragdo, com i variando de 1 a n. A “equagdo
6.14” é verdadeira, para qualquer ¢,, se

det (MK —wg,I) =0 (6.15)

onde [ representa a matriz identidade.

A “equagdo 6.15” é comumente designada como equagao caracteristica e suas
raizes sao os valores caracterfsticos, ou autovalores, e correspondem ao quadrado
das freqiiéncias naturais de um sistema estrutural, @3,. A cada uma dessas rafzes
corresponde um vetor caracterfstico, ¢;, ou autovetor, que representa o modo
de vibragao do referido sistema.

Deve-se ressaltar, novamente, que o problema classico de autovalores é ab-
solutamente essencial para a compreensao e andlise de estruturas simples, tais
como trelicas, vigas, pérticos, placas, etc, como também de sistemas estruturais
mais complexos, dentre os quais podem ser citados os seguintes: edificagoes res-
idenciais, pontes rodovidrias e ferrovidrias, torres de aco de telecomunicagoes e
de transmissao de energia, estddios de futebol, passarelas de pedestres, edificios
altos, plataformas off-shore, etc.

3. AVALIACAO DE MODELOS ESTRUTURAIS PARA EDIFI-
CACOES

Na Engenharia Civil, infelizmente, ainda é corrente o desenvolvimento de
projetos de estruturas de ago sem se proceder a uma anélise, mesmo que prelimi-
nar, acerca do comportamento dindmico da estrutura. Evidentemente, sabendo-
se que o aco é um material que possui uma baixa capacidade de amorteci-
mento, e tendo em mente que é absolutamente imperativo que sejam mantidas
as condicoes de seguranca de qualquer estrutura, torna-se necessdrio, em in-
umeros casos, proceder, pelo menos, uma analise preliminar acerca das freqiién-
cias naturais e modos de vibracao do sistema estrutural.

Assim sendo, de acordo com os objetivos bésicos desta investigacdo e de
forma a dar respaldo & aplicagdo do problema de autovalores e autovetores na
avaliagao de modelos estruturais de edificagoes, contribuindo para a moderniza-
¢ao do ensino de engenharia, sao desenvolvidos modelos computacionais, com
base no emprego do programa computacional ANSYS, ANSYS (1998), a partir
do projeto real de uma edificagdo popular. Na seqiiéncia, procede-se a uma
andlise acerca das freqiiéncias naturais e modos de vibracao desses modelos.

Assim sendo, os alunos de graduag@ao em engenharia podem constatar que
a aplicagdo do referido problema é bastante simples e tem uma importancia
pratica inquestiondvel para a engenharia civil.

3.1 Modelo estrutural

O desenvolvimento do presente trabalho de pesquisa se baseia no estudo de
pérticos de ago bidimensionais, pertencentes a uma estrutura real de um edificio
popular de quatro pavimentos, BRITO JR (2001). A Figura 1 apresenta um
desenho esquematico onde sao mostrados todos os pérticos de aco da edificagao
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com suas respectivas colunas. Na seqiiéncia do texto, a Figura 2 mostra todos
os modelos estruturais idealizados para esses poérticos.

Os porticos de ago foram agrupados, de acordo com suas propriedades ge-
ométricas, em quatro grupos, conforme mostra a Tabela 1 e Figura 1. Todas as
propriedades fisicas do material, adotadas nos modelos computacionais desen-
volvidos, podem ser vistas na Tabela 2.

Tubela 1 - Grupos de particos adotados de Tubela 2 - Proprieduodes fisicas do material
acardo ¢om suas propriedades geomaricas empregude nos medelos computacionais
Cirupo Maodule de Elasticidade
Pirticos 2,03 x 10" Nem?
[ [rensidade Especifica
1,2, 4¢3 7850 kg/m®
I1 Coelleiente de Poison
3 30
II
hed
IV
Ted
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Figura I - Desenho esquematico dos porticos de ago da edificagio. BRITO JR (2001).
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GRUPO IV: PORTICO 7 = 8§,

Figura 2 - Modelos estruturais idealizados para pérticos contraventados

3.2 Modelagem Computacional

A construcao dos modelos em elementos finitos, com base no programa AN-
SYS, ANSYS (1998), foi feita através do emprego de “keypoints” e linhas, que
determinam a geometria de cada portico. Para a discretizacao das vigas e
colunas dos modelos, foram empregados elementos de viga bidimensionais. A
condicao de apoio adotada, no presente trabalho, considera todas as bases dos
porticos de aco como sendo engastadas.

Com o objetivo de otimizar o processo de andlise foram elaborados modelos
parametrizados que permitissem a variagao da rigidez entre a viga e a coluna
(rigidez vigacoluna). Desta forma, cada grupo para andlise foi constituido por
13 modelos, a saber: 1 modelo rigido, 1 modelo flexivel e 11 modelos semi-
rigidos. Nos modelos semi-rigidos, a rigidez inicial das ligagoes, Sj, é variada de
acordo com critérios de projeto.

Deve-se ressaltar que, para a confecgao dos modelos associados aos porticos
semirigidos, foi necessédrio inserir um elemento de mola ligando as colunas as
vigas, conforme mostrado na Figura 3. Dessa forma, variando a rigidez da mola
pode-se controlar o nivel da rigidez inicial das ligagoes, Sj, BRITO JR (2001) e
BRITO JR et al (2002).
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Figura 3 - Modelo empregado para representar as ligagoes viga-coluna

Convém chamar a atengao do leitor para o fato de que a partir de modelos
bastante simples, estudados nas disciplinas de Fisica, Célculo e Algebra Linear,
no ciclo bésico dos cursos de graduagao em engenharia, tal como o modelo
mostrado na Figura 3, é possivel simular com eficiéncia o comportamento de
sistemas estruturais.

4. ANALISE E DISCUSSAO DOS RESULTADOS

Com o objetivo de aplicar o problema clédssico de autovalores e autovetores,
estudado correntemente na disciplina de Algebra Linear, LIPSCHUTZ (1977),
NETTO e ADAO (1995), obtém-se as freqiiéncias fundamentais e os respectivos
modos de vibragao para os diversos modelos em estudo, Figuras 1 e 2.

4.1 Andlise paramétrica

As Figuras 4 a 11 apresentam a variacdo da freqiiéncia fundamental dos
porticos de ago, Figuras 1 e 2, em funcdo da rigidez inicial das ligagdes, Sj.
Ressalta-se que, quando o valor de Sj for igual a zero tem-se, entao, um pértico
flexivel e quando o valor de Sj tender para o infinito (no presente trabalho adota-
se Sj=10 para proceder a essa simulagio), o pértico ja é considerado do tipo
rigido.
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Figura 5 - Porticos do grupo 11
Modelo nao-contraventado.
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190




10,800
10,600

10.400
10.200

10,000 ittty
000 200 400 600 800 10.00

§j (Rotulado: Sj=0, Rigido: 5j=10)

Frequéncia fundamental
(Hz)

Figura 8 - Porticos do grupo L.
Modelo contraventado.
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Modelo contraventado.

Com base em uma répida observacao nos gréficos correspondentes as Figuras
4 a 11, verifica-se que a freqiiéncia fundamental dos pérticos de aco associa-
dos & edificagao em estudo apresenta um comportamento altamente nao-linear.
Pode ser observado, ainda, que os modelos de pérticos contraventados apresen-
tam a freqiiéncia fundamental bem superior em comparagdo com os modelos
nao-contraventados, Figuras 4 a 11. Esse fato, mostra a coeréncia do modelo
computacional desenvolvido, j4 que é de conhecimento geral que os sistemas de
contraventamento, como aqueles mostrados na Figura 2, sao bastante eficientes
no sentido de adicionar rigidez a estrutura.

Prossegue-se a andlise dindmica dos modelos, com base em uma comparagao
quantitativa referente aos valores da freqiiéncia fundamental, o que pode evi-
denciar uma certa sensibilidade quanto ao tipo de ligacao viga-coluna adotada
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no projeto. Mais uma vez, podese perceber que uma anédlise extremamente sim-
ples, referente a comparagoes simples entre valores de freqiiéncias (autovalores),
pode ser de grande utilidade para um engenheiro civil. Isto mostra, novamente,
a contribui¢ao do presente trabalho no que tange ao ensino de engenharia.

Assim sendo, a Tabela 3 apresenta, agora, uma comparagao geral no que
tange aos valores da freqiiéncia fundamental, f01, dos porticos de ago em estudo.
Com referéncia aos modelos semi-rigidos, contraventados e nao-contraventados,
foi adotado um valor para efeito de comparagao, referente & metade da rigidez
inicial da ligagdo viga-coluna, Sj/2, de forma a definir um nivel de rigidez para
os modelos.

Grrupo |
Fregiiencia Fundamental
for (Hz)
Flexivel [Semi-rigidol Rigido
Nao-Contraventado 1.824 3,987 4.638
Contraventado 10,043 10.427 10,386

Girupo 11
Frequcncia Fundamental
fog (Hz)

Flexivel [Semi-rigidol Rigido

M ao-Contraventado | 067 3,442 4247

| ontraventado 7790 8,304 BG1S
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Girupo 111
fregiicncia Fundamental
for (Hz)
Flexivel [Semi-rigidol Rigido
Nao-Contraventado 1.757 3,918 4.421
Contraventado 7.872 8.387 8.576

Grupo IV
fregiicncia Fundamental
for (Hz)
Flexivel [Semi-rigido| Rigido
Nio-Contraventado 1.642 3.978 4,955
Contraventado T.287 7.901 8,342

Observa-se que a variagao da freqiiéncia fundamental entre os modelos com
ligacoes flexiveis e rigidas é mais acentuada nos porticos nao-contraventados,
atingindo um valor da ordem de 200%, Tabela 3. Todavia, nos pérticos contra-
ventados a variagdo ¢ apenas da ordem de 10%, Tabela 3. Isto ocorre porque
o sistema de contraventamento, por si s6, jd impoe um ganho de rigidez aos
porticos, bastante considerdvel, atenuando a diferenca de comportamento entre
os modelos rigidos e flexiveis.

Convém chamar a atencao do leitor, para o fato de que influéncia do con-
traventamento ¢ mais marcante nos poérticos flexiveis, onde a variacao da fre-
qiiéncia fundamental entre os modelos ndo-contraventados e contraventados € da
ordem de 450%, Tabela 3, enquanto este valor chega apenas a 98%, com refer-
éncia aos modelos rigidos, Tabela 3. Este resultado comprova, mais uma vez,
a eficiéncia do contraventamento adotado, no que se refere a sua fungao de au-
mentar a rigidez da estrutura. Finalmente, observa-se que o valor da freqiiéncia
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fundamental dos modelos semi-rigidos se situa sempre de forma intermedidria,
evidenciando perfeitamente um comportamento intermedidrio, como era de se
esperar. Tal fato, mais uma vez, comprova a coeréncia dos resultados obtidos
com base no modelo computacional desenvolvido.

5. CONSIDERACOES FINAIS

O objetivo principal do presente trabalho de pesquisa é o de contribuir no que
tange ao ensino de engenharia, a partir da desmistificagao do emprego corrente
dos conceitos tedricos associados ao problema cldssico de autovalores e autove-
tores, estudado regularmente na disciplina de Algebra Linear, no ciclo bésico
da graduacao dos cursos de engenharia, principalmente, no caso especifico da
Faculdade de Engenharia da UERJ, FEN/UERJ.

Foi feita uma breve exposigao sobre o referido problema, como vem sendo
ensinado no ciclo bédsico da engenharia, e de como o mesmo poderia ser men-
cionado, de forma a que os alunos de graduacao pudessem ter uma idéia bésica da
aplicagao prética desses conceitos. Com base no que foi apresentado no decorrer
de todo o presente trabalho de pesquisa, pode-se concluir que o embasamento
tedrico adquirido no ciclo bésico é, sem sombra de divida, de grande relevancia
para um melhor aproveitamento nos cursos de graduacdo em engenharia. Assim
sendo, disciplinas como, por exemplo, Algebra Linear, poderiam ter um enfoque
didético mais direcionado aos problemas correntes da engenharia, de modo a mo-
tivar os alunos de graduacao, contribuindo para que esses apresentem um grau
de maturidade maior, de modo a aplicar esses conceitos em sistemas estruturais
reais, como no presente estudo sobre as edificagOes residenciais.

Assim sendo, ¢ selecionado um modelo estrutural, associado a uma edificacao
residencial existente, de modo a se proceder a uma andlise das freqiiéncias natu-
rais (autovalores) e modos de vibragio (autovetores), considerando-se, inclusive,
o comportamento semi-rigido das ligagoes viga-coluna.

Com base em uma andlise paramétrica preliminar, bastante simples, foi
mostrada com clareza a obtencao da freqiiéncia fundamental de cada modelo
computacional desenvolvido, todos associados & prética corrente de projeto. De-
senvolvimentos dessa natureza nao sé motivam os alunos de graduagao, como
também conferem aos mesmos uma experiéncia maior no que tange a andlise de
estruturas.

Finalmente, foi evidenciado com clareza, que uma anélise preliminar, baseada
em comparagoes simples entre os valores da freqiiéncia fundamental dos diver-
sos modelos em estudo e possiveis freqiiéncias da excitagdo pode servir para
defini¢gbes importantes como, por exemplo, evitar o fenémeno fisico da ressonan-
cia.
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